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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La escultura virtual

La tecnologia ha avanzado en las tultimas décadas a pasos agigantados, permitiendo por un lado
utilizarla como una herramienta para realizar mas eficientemente las actividades mas simples del dia a
dia o hasta las de gran complejidad en cada institucién, y por otro lado como una fuente transformadora
de nuestro estilo de vida y del funcionamiento de las sociedades; adentrdandose en la casa, en el trabajo,
en la ciencia, en el arte, en el hombre mismo, ..., y se prevé que en el futuro la realidad virtual sea un
mundo paralelo al mundo fisico, con el cual se pueda experimentar de igual forma con todos los sentidos,
pudiendo almacenar informacién de cualquier tipo (audiovisual, téctil, etc.), recrear fielmente fenémenos
fisicos o mejorar procesos de actividades reales.

Un ejemplo motivador de cémo puede la tecnologia mejorar actividades realizadas en el mundo real
dentro de un mundo virtual, es el proceso de escultura. Esta tarea a grandes rasgos consiste en tener
una cantidad suficiente de materia prima para darle la forma que se desea, con una herramienta o con
las propias manos. Generalmente empezando con formas bésicas simples y terminando con formas maés
complejas. La variedad de materiales utilizados va desde los muy rigidos, como la madera o la piedra,
hasta los més maleables como la cera, la plastilina, el barro, entre otros. Desde hace algin tiempo se han
hecho esfuerzos por simular estd actividad por computadora, creando con esto los llamados sistemas de
escultura virtual.

Se pretende que con esta recreacién virtual haya beneficios: el material serfa virtualmente infinito,
no mancharfa, ni seria toxico, no harfa falta espacio para almacenamiento, no habria problemas con las
propiedades fisicas del material que puedan afectar el trabajo, como que se derrita, se resquebraje, se
endurezca; el artista no estaria en contra reloj para terminar su trabajo, podria dejarlo y retomarlo
cuando quisiera, la obra se mantendria tal y como se dejé para ser modificada posteriormente. El trabajo
no sufriria desgaste ni se destruiria por algin accidente tan facilmente, seria mas facil deshacer errores,

escalar el material para poner detalles, dividir la obra por partes y luego integrarlas en una unidad, entre



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

muchas otras posibilidades. Esto seria beneficioso para el disefio de autos, la construccién de maquetas,
para la industria del cine y la animacién, para el arte y muchas otras areas que la podrian aprovechar.

Estos sistemas consisten de un material que se moldea y de una herramienta con la que se le dara forma,
con ambos objetos virtuales. La herramienta se corresponde con un objeto fisico externo, que puede ser
un ratén, con el que la manipula un usuario. De esto se puede distinguir dos aspectos: el hardware y el
software del sistema de escultura virtual.

Se han tenido dificultades en los sistemas de escultura virtual, tanto en los dispositivos fisicos como en
el software. Por ejemplo, muchos sistemas no son adecuados para la interaccién humano-computadora, son
poco intuitivos o dificiles de utilizar, como cuando se manipula plastilina, por otro lado la modelacién
e implementacién virtual no son eficientes o precisos. Los dispositivos de entrada méas comunes para
interaccion sélo cuentan con dos grados de libertad, sélo pueden moverse en dos dimensiones sobre una
superficie como en el caso del ratén, o simplemente apretando botones como en el teclado, mientras
que en el mundo real se cuenta con un espacio en tres dimensiones y con la libertad de movimiento en
cualquier direccién; por esto, se han estado desarrollado dispositivos que permitan tanto traslaciones como
rotaciones en el espacio, pudiendo hacer combinaciones de movimiento mas complejas. Una limitacién
en la parte de la interaccion, es el no poder sentir tactilmente los objetos tridimensionales que estan
dentro de la pantalla; en el mundo real, sentir los objetos facilita su ontrol y manipulaciéon. Actualmente
existen ramas de la computacion y la robdtica que tratan de integrar el sentido del tacto, ademaés del
audiovisual, a algunos sistemas computacionales y robdticos. Para esto se deben tomar en cuenta tanto

los componentes fisicos del sistema asi como los algoritmos que crean el mundo virtual.

1.2. El sentido haptico

Héptica, es una palabra poco conocida hasta el momento, viene del griego hapesthai, que significa “re-
lativo al sentido del tacto”[1]. En los libros de texto mencionan que existen 5 sentidos: vista, oido, gusto,
olfato y tacto; pero investigadores como Klatzy y Lederman [2] han descubierto que en lo que llamamos
tacto se incluyen varios sistemas. Estos son el sistema cutdneo, cuyos receptores sensitivos se encuentran
en la piel, el sistema kinético, el cual tiene sus receptores en los tendones, articulaciones y musculos, y
el sistema haptico, que engloba a los dos sistemas anteriores cuando ocurren al mismo tiempo. Textos
como en la referencia [3], definen la palabra héptica como el sentido que abarca a todos los demds que
se excluyen en los cuatro sentidos diferentes al tacto, como la percepcién del calor, la percepcion tactil
(como sistema cutdneo), la percepcién kinética (percepcién de fuerzas o sistema kinético), la nocicepcién
(proceso neuronal por el cual se procesa las sensaciones nocivas y el dolor) y parte de la percepcién
del equilibrio. También se le llama héaptica a la subrama de la sicofisica que estudia el sentido haptico,
fundada a principios del siglo XX [4]. De esta forma el concepto de héptica ha adquirido un significado

mas amplio que el de la palabra tacto.
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El sentido haptico nos ayuda a detectar y reconocer objetos y superficies. También ayuda en la reali-
zacién de tareas que suponen resistencia de fuerza como al utilizar cualquier tipo de de herramienta, al
sostener una taza de café, al cortar carne, al escribir, al escoger la fruta en el supermercado, al pintar o al
esculpir una obra de arte. Esto es debido a que las personas son capaces de desplegar y percibir pequenas
variaciones de resistencia de fuerza, lo que hace que ellas tengan control sobre sus movimientos y sobre
los objetos que manipulan; como dicen Maclean y Hayward [5], “Para los humanos, precisidn requiere
resistencia”. Ademds, la hdptica complementa a los otros sentidos, con ella podemos percibir /reconocer
ciertas propiedades de los objetos y superficies que con los demas serian imprecisas de determinar o
dificiles de reconocer, tales como la textura, la rigidez o el peso [2], asi como la temperatura y la presién
cuando se tiene contacto con un objeto.

Por otra parte, la tecnologia actual estd llena de objetos que estimulan nuestra vista y nuestros oidos,
pero casi no se le ha dado importancia al sentido del “tacto ”a pesar de su importancia en muchas activi-
dades que realizamos. Sin embargo, hace algin tiempo, entre las décadas de 1970 y 1980, la investigacién
héptica fue centro de atencién de otros campos de investigacion, como la robdtica, cuando empezaron a
interesarse en la manipulacién y la percepcién [4]. En consecuencia han surgido términos ampliamente

utilizados dentro de la computacién y la robética como los siguientes [3]:
= Interacciéon haptica: describe la transmision de informacién haptica uni- o bidireccionalmente.

= Dispositivo haptico: es un sistema de entrada-salida que genera “senales” percibidas por el sentido

héaptico.

s Interfaz héptica: es un dispositivo haptico que permite interacciéon haptica, mediante el cual la
informacién transmitida es sujeta a cambios y es medida de la interaccion. Se refiere a los datos y

al dispositivo haptico.

» Renderizacién haptica: es el proceso de representacion (o simulacién) de la informacién haptica

hecho por una computadora.

= Retroalimentacién haptica: se refiere a la informacién transmitida por interaccién kinética, en
este caso conocido también como retroalimentacién de fuerza, o también téctil, la que se produce

con la interaccién de la piel.

Aunque el concepto de haptica es amplio, en el argot computacional, el término de renderizacién
héaptica, generalmente, como lo expresa el tltimo concepto de la lista anterior, se entiende como la
simulacién de fuerzas producidas por la presion o de la friccién cuando se tiene contacto con un objeto;
lo que recrea la sensacion de rigidez y de textura, lo que a su vez crea la ilusion de sentir.

Uno de los aspectos interesantes del sentido héptico, es el hecho de que no es necesaria la experiencia
por contacto directo de las partes de nuestro cuerpo para sentir el objeto que se manipula. Ya que a

través de una herramienta se pueden percibir sus caracteristicas hépticas [6], al igual que se hace con las
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manos. Este fendmeno, uno lo puede detectar, por ejemplo, cuando se estd en un coche. Este se convierte
en una extensién del cuerpo y se puede sentir casi cualquier golpe o contacto a su alrededor, como las
vibraciones debidas a la regularidad/irregularidad de la superficie sobre la cual se transita. En el caso
de objetos virtuales el cerebro y el cuerpo los detecta como reales, segin la calidad de la simulacién y la
forma de interaccién usuario-maquina.

El sentido haptico es especialmente sensible, por lo que al recrear la sensacion de tacto para los
objetos de un ambiente virtual es necesario que el calculo de las fuerzas sea réapido y congruente con la
visualizacion del ambiente virtual, ya que un desface entre los dos sistemas es percibido con facilidad. Para
esto se requiere que la velocidad de la renderizacion héptica sea incluso més rapido que la renderizacion
visual, al menos de 1000 hertz (1kHz) [42]. Esto resulta desafiante, cualquier cdlculo complejo debe ser

simplificado lo més posible sin perder estabilidad.

1.3. Antecedentes

La parte virtual de un sistema de escultura requiere de varios algoritmos y conceptos para poder
funcionar. Entre los aspectos mas importantes, uno es la construccién del objeto al que se le daréd forma
(su geometria), y otro es el enfoque que se le da a la actividad de moldeamiento. Primero, el tipo de
ambiente virtual en los sistemas de escultura es tridimensional, y el material a deformar puede ser una
superficie bidimensional [14], por ejemplo una hoja de papel, o un objeto tridimensional. El méds comin es
el del tltimo estilo, para el cual los programas tienen un algoritmo para su visualizacion, que construyen
visualmente el objeto completo a partir de formas simples denominadas primitivas como puntos, rectas,
poligonos e incluso poliedros, o combinaciones de éstos, incluyendo aquellas cuyas superficies estan par-
ticionadas por una malla de figuras poligonales (comtnmente regulares, en especifico tridngulos).

Para que se implemente la visualizacion, se necesita definir los puntos y la forma en que ellos estan
conectados, esta puede ser hecha a mano, conectando uno a uno todos los puntos relacionados o conti-
guos, y formar primitivas de un orden superior (como lineas o tridngulos), que serfa impréctico desde el
punto de vista de escultura, aunque de esta forma los objetos se crearian como un dibujo, pero éste no
es el objetivo. En computacion se utilizan diferentes tipos de estrategias o representaciones, para definir
el objeto tridimensional (o bidimensional) de una manera mds eficiente, y en una aplicacién puede em-
plearse un tipo o una combinacién de ellos; algunas incluyen estructuras matemadticas como funciones y
ecuaciones. Existen dos categorias principales de representacion: las representaciones de fronteras (B-rep,
por boundary representation en inglés) y las volumétricas (V-rep, por volume representation). Entre las
primeras se encuentran superficies de subdivision [45] y mallas poligonales [29], que solamente definen la
frontera del objeto, y entre las segundas estan las superficies implicitas[43], los sélidos de subdivision [30)
y modelos basados en descomposicion celular [18] (donde celular hace referencia a los vdzeles unidades de

volumen con los que son formados los objetos 3D, o incluso pizeles para objetos 2D ), que son representa-
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ciones que incluyen el interior. Algunas de estas representaciones tiene sus propias variantes, segtiin c6mo
son construidas dichas funciones, unas emplean funciones analiticas como B-splines para representacién
implicita [14] y para representacién explicita [23], en este tltimo caso también existen los B-Splines no
uniformes [24] (NURBS, por sus siglas en inglés) y puede utilizarse un método denominado B-Spline
jerdrquico [25]. De todas ellas se pueden hacer hibridos o crear otras categorias de representacion.

En casos volumétricos a veces se emplean estructuras de datos en la que son organizados las discre-
tizaciones de los objetos. Aunque se puede crear toda una malla uniforme cibica para definir el modelo
como en [26], también existen otras estructuras utiles: en [20, 28] es utilizado un drbol binario para aho-
rrar memoria computacional al guardar los datos de la representacion, otros manejan una estructura de
multirresolucién octree como [18, 19] que pueden dar gran nivel de detalle.

Dentro del ambiente virtual también varia mucho el enfoque dado a la deformacién del objeto. El
objetivo principal, es que la actividad sea lo méas natural e intuitiva posible, concentrando al usuario mas
en la deformacion del objeto que a la estructura matemética subyacente al hacerlo. Se podria decir que
unas herramientas virtuales primitivas son los cursores o las herramientas puntuales sin tamano ni forma
[15] (interaccién punto-objeto). Algunos utilizan herramientas tridimensionales (interaccién superficie-
objeto), tipicamente esferas y elipsoides [20, 28] aunque pueden tener formas arbitrarias [18, 20, 28], las
cuales también cuentan con su propia representacién, que puede ser implicita [14, 20, 41]; tienen su forma
particular de interactuar: algunos cambian los valores de la funcién implicita que representa al material
deformable con la interseccién de la herramienta [20, 26, 41], otros aplican un campo vectorial, hay casos
en que se utilizan ecuaciones diferenciales para el movimiento [27], geometria sélida constructiva (CSG),
representaciones fisicas dindmicas [14, 23, 24], o representaciones de material [18] como dureza, densidad,
entre otras, que se van modificando segin la intervencién de la herramienta; y hay diferentes operaciones
a realizar, como operaciones booleanas, doblar partes, tallar, indentar, imprimir formas, separar, fusionar
o extraer material, abultar, ..., e incluso pintar [18]; también se puede tener cierto grado de movimientos
rigidos: torsiones, rotaciones y traslaciones. Existen sistemas de escultura que cuentan con una diversidad
de herramientas, las cuales muchas no tienen equivalente en el mundo real como en [27]. Entre otros as-
pectos, algunos sistemas como [14], le dan mucha importancia a la forma y tamafio de la herramienta; en
este caso particular se utiliza una estructura adicional de representacién para la deformacion dindmica de
su superficie, representada geométricamente con B-splines, cuyos elementos se denominan como puntos
de masa, esta técnica es conocida como Sistema de Masa-Resorte (MSS, por susu siglas en inglés), cuya
integracién con puntos de la representacién geométrica fue hecha por primera vez por Dachille et al [15].

Hay sistemas de escultura que integran dispositivos fisicos no convencionales, como los dispositivo que
amplian la libertad de movimiento y que incluso pueden dar retroalimentacién héptica [14, 18, 22, 25, 27,
37, 41]. Ahora bien, existen sistemas de escultura haptica que pueden generar diferentes tipos de fuerzas,
segun sus al goritmos y la configuracién de su dispositivo fisico, como las tactiles, inclusive fuerzas de

friccién [41], o también fuerzas de torque [16], para figuras con tres dimensiones. Kim [17] introdujo un
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algoritmo haptico basado en una representacién de superficie implicita, tal que los valores de las funciones
que las representan fueron discretizados en una red regular tridimensional, que permite sentir al usuario
una superficie suave sin discontinuidad de fuerza.

Los sistemas de escultura virtual, desde el punto de vista de usabilidad deberian ser estables, poder
obtener una forma deseada, que sean faciles de usar, con una interacciéon natural, simple e interactiva.
Deberian tener el mismo nivel de libertad de movimiento que en el mundo real, deberian tener capacidad
de incluir gran nivel de detalle, las modificaciones deben ser hechas en tiempo real, poder crear puntas
y detalles, asi como que las herramientas no traspasen visualmente el material. Desde el punto de vista
computacional deberian ser eficientes en cuanto a tiempo y memoria. Cuando se integra renderizacién
héptica, ademaés de la rapidez con lo que deben ser efectuadas, debe haber una correspondencia entre la
geometria y las fuerzas calculadas, estos campos de fuerzas deben ser continuos, por ejemplo, al haber
material visual debe sentirse, y viceversa, tampoco debe haber cambios bruscos en direccién, pero si re-
presentar las puntas, o bordes, agudos o afilados, asi como la posibilidad de detectar con la herramienta
virtual objetos delgados o pequenos. Algunos sistemas tratan de emular diferentes tipos de materiales,
ya sea un objeto rigido como la madera virtual de [21], o un objeto maleable [18, 20, 28], que son la
mayoria. Una metafora de escultura especial es la denominada arcilla virtual (virtual clay) [30, 31, 35]. El
objetivo de éstos, es que el material utilizado se parezca precisamente a la verdadera arcilla, que exhibe
un estado material entre un fluido viscoso y un sélido pléstico [31]. Algunas caracteristicas bésicas que se
requieren para esto son: posibilidad de cambios topoldgicos, como crear orificios (como el de una dona),
tapar orificios, poder partir y pegar, pedazos o partes del mismo material; posibilidad realizar deforma-
ciones locales, hacer deformaciones globales y evitar auto-intersecciones de partes del material (como si
una parte estuviera dentro de la otra). La representacion volumétrica parece ser una buena eleccién para
hacer cambios de topologia facilmente. Sin embargo el material puede reducirse, es decir, la cantidad
de material (o volumen del objeto tridimensional) no se mantiene constante, teniendo en cuenta que no
se agrega ni se quita material al trabajar. Una solucién propuesta ha sido utilizar automatas celulares
[32, 33] para realizar deformaciones locales en arcilla virtual. Como es légico y natural pensar, se pue-
den utilizar modelos fisicos para una interaccién mas real. Hay basados en modelos de sélidos plédsticos
como [25]. Sin embargo, debido a que el costo computacional en tiempo de la implementacién fisica, es
alto, sobre todo para objetos geométricos con formas complejas y ain mas con renderizaciéon héptica, la
actividad de escutura se vuelve poco o nada interactiva; son necesarias simplificaciones, herramientas o
trucos computacionales, como precalcular jerarquias [24], para poder alcanzar manipulacién en tiempo
real. En un futuro esto podria ser solventado con el incremento de la velocidad de procesamiento de las
computadoras o por la programacién en paralelo.

Ahora bien, existen ciertas técnicas conocidas como métodos de conjuntos de nivel que han sido uti-
lizados para modelar comportamientos tales como la de una flama en una combustion, de sélidos que

parecen fluidos o la interaccién de fluidos con diferentes densidades [36]. Estos métodos hacen uso de
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técnicas numéricas precisas y robustas para modelar movimientos complejos de superficies y curvas [38].
Desde 1988, introducidos por Sethian y Osher [39], han sido aplicados en muchas ramas cientificas como
en mecanica de fluidos, en procesamiento de imagenes, en combustion, vision computacional, entre otros.
[40]. De hecho también ha sido aplicado a escultura virtual. En [43] se utiliza una funcién distancia con
signo y también diferentes campos de velocidad para modificar los valores de la funcién distancia con
signo, y definen la forma de interactuar de las herramientas. Otro seria [44], el cual las herramientas son
curvas o trazos sobre la cual se implementa un campo velocidad para modificar un objeto representado
implicitamente. Sin embargo ninguno de los dos trabajos se conserva la propiedad de mantener el volumen

del objeto, por lo cual seria un factor interesante para investigar.

1.4. Hipotesis

Los métodos de conjuntos de nivel proporcionan un mecanismo adecuado para la evolucién de una
superficie implicita, ya que han demostrado facilitar el manejo de cambio de forma de figuras, pudiendo
incluso cambiar la topologia. Entonces, esto permitira simular la deformacion de un sélido para adquirir
una estructura deseada de manera interactiva, cuya actualizaciéon de manipulacién por parte de un usuario
sea cercano al tiempo real, sin variacién de cantidad de material (sin cambio de volumen), tal que pueda
ser incorporada renderizacion haptica de una manera eficaz y eficiente, sin problemas de discontinuidades

o inestabilidad, acoplado con la renderizacién virtual tanto en espacio como tiempo.

1.5. Objetivos

= Implementar una forma de representacion y deformacion local de una superficie implicita simulando
un objeto deformable, para llevar a cabo la evolucién de la misma sin que cambie el volumen total

de la interface, con el uso de los métodos de conjunto de nivel.

s Integrar una forma de renderizacién héptica a un objeto representado implicitamente, sin aplicar
deformacion, haciendo uso de sus conjuntos de nivel para llevar a cabo tanto el médulo de deteccién

de colisiéon como el de respuesta de colision.



Capitulo 2

Representacion Implicita de

Interfaces

2.1. Introduccion

En la inmensa mayoria de los objetos que existen en el mundo tridimensional se puede observar la
determinacién de dos espacios, uno, el ocupado por el objeto y, el otro, el ambiente externo. También
estd la parte del objeto que se puede identificar desde su exterior, la mas superficial, y el interior de éste
consiste del volumen que ocupa su masa. No importa que el objeto tridimensional cuente con agujeros o
concavidades, que esté hueco e incluso si el objeto es tan plano como una hoja de papel que su interior
no parezca tener volumen, siempre es posible verlo de esta forma. Asi también, objetos tales como la
arena o la azucar, pueden considerarse desde la perspectiva de un solo objeto o como la reunién de una
multitud de particulas, que al considerarlas individualmente determinan regiones como las mencionadas
anteriormente. Si uno se abstrae un poco y se mueve a un mundo bidimensional como el plano, algo
similar ocurre con algunos objetos que viven ahi, sélo que la parte que los limita es un borde y su interior
no tiene volumen sino area. Por tanto, para modelar objetos bidimensionales y tridimensionales compu-
tacionalmente, al menos para su visualizacion, se hace uso de la frontera que limita a estos objetos de su
exterior, esto es, se utilizan objetos abstractos como curvas y superficies para definirlos.

Aunque a veces sélo se utilicen medios puramente aldmbricos o de volumen para manualmente cons-
truir el modelo gréfico de un objeto, dando puntos y conexiones entre ellos por medio de lineas curvas o
rectas, ademds que pueden haber ambigiiedades, es importante en muchas ocasiones contar con informa-
cién local o global del modelo, como la suavidad entre las uniones de los puntos, o ser muy precisos en la
expresiéon gréafica de estos objetos. Por tanto, se necesita utilizar expresiones matematicas que describan
0 se aproximen a las curvas y superficies que forman a los objetos de interés. Para esto, es importante

primero que nada, la forma en que se define a una curva o superficie particular, es decir, su representa-

12
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cién matematica, ya sea explicita o implicita. Segin la representaciéon, se podran realizar determinados
célculos, incorporar propiedades fisicas a los modelos, llevar a cabo el despliegue visual, entre otras cosas.

En este capitulo se hablard de forma general sobre los tipos de representacion que existen, concentran-
do interés especial en la representacion implicita. Al final se introduce el concepto de funcion distancia con
signo, que es una herramienta importante para modelar la evolucién de una curva o superficie por medio
de los métodos de conjuntos de nivel, debido a sus propiedades particulares. Pero antes, se trata de definir
los tipos de curvas y superficies que modelaran a los objetos, prescindiendo del tipo de representacién,

haciendo mencién de sus propiedades topolégicas mas importantes.

2.2. Un poco de topologia

El objetivo de esta seccién, en principio, es definir de manera topoldgica a las curvas en R? y a las
superficies en R? que servirdn para modelar a un tinico objeto, segiin sea el caso, bajo la perspectiva de que
cada objeto divide al espacio ambiente en tres partes: el interior, que es el espacio que ocupa, el exterior,
su espacio circundante, y su superficie, la frontera que delimita a dicho objeto de su exterior. También
se pretende dar a conocer cuantos y cudles son los tipos existentes de estas curvas y superficies asi como
enunciar sus propiedades mas importantes. Entonces, en esencia se tratard de contestar las siguientes
preguntas: ;Qué es una curva?;Qué es una superficie? ;Qué clases de curvas y superficies son utilizadas
para modelar los objetos?; Cuantos tipos de estas curvas y superficies hay?; Qué propiedades cumplen?
En el apartado anterior se mencionan objetos huecos, sin embargo, si no es importante expresar esta
caracteristica, al modelarse computacionalmente puede ser representado por la superficie “més exterior”,
en caso contrario entonces consistiria de dos superficies (disconexas) y parte del espacio que rodea el
cuerpo es en realidad exterior a él; en primera instancia este caso no se considerara, pero més adelante
se tomaré en cuenta. Antes de empezar cabe aclarar que esta parte sélo pretende ilustrar el modelado de
cuerpos (tanto de dos como de tres dimensiones) desde un enfoque abstracto como es la topologia, sélo
para dar una idea hasta que nivel puede llegar este problema.

Formalmente, la topologia es la parte de la matemética que estudia las propiedades de los espacios
topolégicos' que se mantienen bajo funciones continuas?. Desde una persepectiva més informal, trata de
estudiar las propiedades que conservan los conjuntos de puntos cuando son deformados sin pegarse ni

romperse; la idea es mas intuitiva cuando el conjunto considerado es una curva o una superficie. Esta

1Un espacio topolégico es un par ordenado (X,7), donde X es un conjunto y 7 es un conjunto de subconjuntos de X
que cumple: 1) @, X € 7, 2) si A1, Ay € 7, entonces A; N Az € 7, 3) si A C 7, entonces |J A € 7. Al conjunto 7 se le
conoce como topologia, a sus elementos como conjuntos abiertos, y a los complementos de logilj)liertos se les llama conjuntos
cerrados. Se puede decir simplemente que X es un espacio topoldgico si no hay riesgo de confusién sobre la topologia 7 con

la que es dotado al conjunto X.
2Una funcién continua f : (X,71) — (Y, 72), entre espacios topolégicos (X, 71) y (Y, 72), cumple que para cualquier

abierto A € 72, entonces la imagen inversa f~1(A) = { z € X : f(z) € Y} € 71. Esta definicién es equivalente a la dada

con limites en calculo de varias variables.
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rama matemdtica permite una definicién intrinseca general de curvas y superficies sin la necesidad de
encajarlas en algin espacio ambiente y sin hacer alusiéon a ningun tipo de representacion; si bien lo
primero es cierto, en este caso sélo se consideraran curvas y superficies inmersas en algun espacio R™.
Para poder entender lo siguiente, es necesario conocer los conceptos mas bésicos, como el de topologia,
espacio topolégico, funcién continua, homemorfismo, espacios homemorfos, entre otros [46, 47]

En este punto se empezara por introducir una lista de términos y notaciones sobre algunos conjuntos

especiales relacionados a cualquier conjunto de un espacio topolégico.
Definicién 2.2.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces:

1. El interior de A es la unidon de todos los abiertos que estdn contenidos en A, esto es,

intA= | J U. (2.1)

Uer
UCA

2. La frontera de A estd definida como los puntos de X cuyos abiertos siempre tienen puntos de A y

puntos de su complemento,

0A ={x € X : cualquier U € T que contenga a = debe cumplir UNA# @ #AUNA}. (2.2)

3. La clausura o cerradura de A es la union del interior con la frontera,

A = intAUA. (2.3)

4. El exterior de A es el complemento de la clausura,

extA = A", (2.4)

Estos conceptos coinciden con la nocién que se tiene de interior, exterior y frontera de un conjunto
que forma un cuerpo sélido en el espacio o de un objeto bidimensional en el plano. Algunas propiedades
a destacar sobre estos conjuntos son, que el interior y el exterior de cualquier conjunto son conjuntos
abiertos, mientras que la frontera y la clausura son conjuntos cerrados. Hay otras relaciones que se

destacan en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C B C X, entonces:
1. intAC ACA, AC B, intA C intB, 9A = A e intA° = A° .
2. Si A es abierto, intA = A.
3. 8i A es cerrado, A = A.

Los términos antes descritos seran utilizados mas adelante, pero por ahora se introducird uno de
los conceptos mas importantes de la topologia, el de homemorfismo. Este determina qué espacios son

idénticos en el sentido de tener las mismas propiedades topoldgicas.
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Definicién 2.2.3 Dados dos espacios topoldgicos (X, 1) y (Y, 72), un homemorfismo entre ellos es una
funcion continua e invertible f : X — Y, con inversa continua. Si existe tal funcion f se dice que X y
Y son homeomorfos, denotando a esta relacion por =2, es decir, X =Y. También se dice que M C X es
homeomorfo a N CY cuando son homeomorfos como espacios topoldgicos con las topologias subespacio®

correspondientes.

Ahora, se definen ciertos espacios topoldgicos denominados como variedades, que localmente son muy
parecidos a R™, y en base a ellos se definen las curvas y superficies. Aunque el término de variedad es maés
general, aqui se consideraran solamente subespacios de espacios topoldgicos R™ dotados con la topologia

usual?.

Definicién 2.2.4 Sea M subespacio de R™ con la topologia usual. Se dice que M es una variedad m-
dimensional o m-variedad (con m < n), si para cualquier elemento x € M, existe un conjunto abierto

U C R™ que contiene a X y que es homeomorfo a un abierto V de la topologia usual de R™.

Esta definicién es la usual para variedades, que también suelen llamarse variedades sin frontera o
sin borde, para distinguirlas de aquellos espacios que cuentan con puntos que tienen vecindades® muy
parecidas a conjuntos abiertos del semiplano superiorS del correspondiente espacio R™, como se ilustra
en la Figura 2.1. A estos tltimos se les denomina por contraposiciéon como variedades con frontera. Hay
que aclarar que la frontera de una variedad no es la misma que la frontera topoldgica de conjunto dada

anteriormente, pero podrian coincidir.

Figura 2.1: Variedad con frontera.

Ejemplo 2.2.5 1. Un conjunto finito forma una variedad 0—dimensional. Cada punto de un conjunto
finito siempre tiene una vecindad que consta de un solo elemento, que evidentemente es homeomorfo

al tinico abierto no vacio de R® = { 0 }, él mismo.

2. Cualquier conjunto abierto U como subespacio de R™ con la topologia candnica es una variedad de

dimension n. Ya que para cada punto x € U siempre existe una bola abierta B.(x) de R™ contenida

38i (X, 7) es un espacio topolégicoy Y C X. La topologia subespacio inducida por X sobre Y se define como 7 = { UNY :
U € 7 }. Al espacio topoldgico (Y, T) se le conoce como subespacio de (X, 7); en este caso se dice que Y es subespacio de X.

4La topologia usual o canénica de R™ es la formada por las uniones arbitrarias e intersecciones finitas de bolas abiertas
Be(x) ={y e R":||x—y||<e}cone>0yxeR".

5Una vecindad de un punto perteneciente a un espacio topoldgico es un conjunto abierto que contiene a ese punto.

6El conjunto H"® = { (x1,...,2n) € R®: z, >0 } es conocido como semiplano superior de R™
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en U. Esta bola es un abierto del subespacio formado por U, también es un abierto de la topologia

canonica de R™.

Antes de seguir, no estd demés aclarar que una variedad no puede tener vecindades homeomorfas a
abiertos de dos espacios R™ diferentes, por lo que no se puede ser n-variedad y m-variedad al mismo
tiempo si m # n. Casos como la unién disjunta de un plano y un circulo en R? no son considerados
variedades, ya que hay puntos cuyas vecindades son homeomorfas a abiertos de R? y otros puntos tienen
vecindades homeomorfas a abiertos de R. Dada esta aclaracion ya se esta preparado para la de definicién

de curva y superficie.

Definicién 2.2.6 Sea M subespacio de R™ con la topologia usual. Se dice que M es una curva o superficie

si es una l-variedad o 2-variedad, respectivamente.

A pesar de haberse definido como espacios topoldgicos, para efectos practicos las curvas y superficies
siguen siendo conjuntos. Ahora bien, se sabe que no cualquier tipo de curva o superficie se utilizard para
llevar a cabo la modelacion de los objetos. Como se mencioné al principio, se espera que tanto las curvas
como las superficies sean el limite de dos regiones, una que represente el interior y otra el exterior de los
objetos modelados. Esta propiedad de separacién sélo la cumplen un subconjunto de un tipo especial de

variedades que se les conoce como wvariedades cerradas.

Definicién 2.2.7 Una m-variedad M C R™ es cerrada si es un espacio topoldgico compacto. Sim =1,

a M se le llama curva cerrada; si m = 2, se le llama superficie cerrada.

Al ser M un subespacio compacto de R™, segin el Teorema de Heine-Borel, es equivalente a decir que
el conjunto subyacente M es un conjunto acotado” y cerrado en R™. No hay que confundir la definicién
de variedad (curva, superficie) cerrada con la de conjunto cerrado, ya que son conceptos diferentes.

Una de las caracteristicas topologicas que tienen las variedades, en particular las cerradas, es que si
son de una sola pieza, siempre contienen una curva que une a dos puntos arbitrarios de ellas. A estas
propiedades se les conoce, respectivamente, con los nombres de coneridad y conexidad por caminos, que
en general no son conceptos equivalentes, pero la segunda siempre implica a la primera.

Otra propiedad importante que cumplen las variedades topolégicas cerradas de dimensiéon n es que

pueden dividir al espacio R"*! en dos partes, siempre y cuando puedan ser encajadas® en él [13].

Teorema 2.2.8 ( Teorema de separacion de Jordan-Brouwer-Wilder ) Cualquier n-variedad M cerrada
y conexa encajada en R™1, separa al espacio en dos conjuntos conexos con frontera comin al conjunto

subyacente M.

7Un conjunto es acotado en R™ si estd contenido en una bola abierta B (x).
8Se dice que un espacio topolégico (Y, T1) estd encajado en (X, 72) si existe una funcién continua inyectiva f : Y — X,

tal que para el subespacio f(Y) de X, la funcién g : f(Y) — Y con g(f(y)) = y es una funcién continua. También se dice

que Y estd embebido o inmerso en X.
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El teorema anterior indica que los conjuntos conexos resultantes son disjuntos y abiertos, por tanto
son conexos por caminos. En el caso de n > 1, que incluye a curvas y superficies cerradas, uno de los
conjuntos conexos es acotado mientras que el otro no, tal como se requiere para modelar objetos.

La pregunta a contestar ahora es: ;Cudntos tipos de curvas y superficies cerradas existen? Para cur-
vas cerradas conexas, sélo existe una salvo homeomorfismos, el circulo unitario S! en R?, que puede ser
encajado en cualquier R™ con m > 2. Algo similar ocurre con las superficies cerradas.

Primero se ilustrard lo que se entiende por suma conexa de dos superficies cerradas conexas. Como se
muestra en la Figura 2.2, dadas dos superficies A y B, se les hace un hoyo a cada una de ellas generando
como resultado dos bordes, uno en cada una. La suma coneza de estas dos superficies, denotada como
A#B, es la superficie obtenida al pegarlas por los bordes. Para una definicién formal y algunas propie-

dades bésicas de la suma conexa puede verse en la referencia [12].

Figura 2.2: Suma conexa de A con B.

Teorema 2.2.9 Teorema de Clasificacion de Superficies. Sélo existen 3 familias de superficies cerradas

coneras:
1. Superficies homeomorfas a la esfera unitaria S?.

2. Superficies homeomorfas a una suma conexa de un nimero finito (no nulo) de toros® T# ... #T.
———

n veces

3. Superficies homeomorfas a una suma conexa de de un nidmero finito (no nulo) de planos proyecti-
vos'® P2(R)# ... #P*(R).

n veces

Todas las superficies pertenecientes a la tercer familia no pueden ser encajadas en R3. Estos viven en
espacios R™ con al menos n = 4, por tanto no separan al espacio en dos partes como lo dice el Teorema
2.2.8, por lo que no son de interés. En cambio, las superficies de las otras dos familias si se encajan en
R3, luego lo dividen en dos conjuntos abiertos (por el Teorema de separacién de JBW). Entonces, las

superficies que serviran para modelar a los objetos tridimensionales perteneceran a alguna de estas dos

9El toro es el producto cartesiano de dos esferas, T = S? x S2. De manera grafica un toro es la parte superficial de una

dona.
10E] plano proyectivo P2(R) es el cociente de la esfera unitaria S? por la relacién de equivalencia (z1,z2,z3) ~

(=21, —z2, —x3). En [46] se da una descripcién més amplia.



18 CAPITULO 2. REPRESENTACION IMPLICITA DE INTERFACES

familias.

Las superficies que son homeomorfas a la esfera no tienen huecos como el de una dona, mientras que
las otras superficies pueden tener uno o més huecos, tantos como nimero de toros tenga la suma conexa
equivalente. Asi que este nimero es una invariante topolégico conocido como género.

Hay maés propiedades muy interesantes que tienen superficies cerradas. Por ejemplo, con una definicién
conveniente de tridngulo cerrado se puede demostrar que es posible cubrir completamente o teselar a
cualquier superficie cerrada con un conjunto finito de ellos, de tal forma que parezca un mosaico; a este
conjunto de tridngulos se le llama triangulacion [47]. Ademds a través de este concepto se define la
orientacion de una superficie, sin embargo no todas tienen una orientacién, pero cuando existe se dice
que tal superficie es orientable. Gracias a esto es posible distinguir en una superficie suave!! y orientable,
los dos sentidos de los vectores normales a ella en cada uno de sus puntos. También se tiene que toda
superficie cerrada en R?® (al igual que toda curva cerrada en R?) tiene medida cero'?. Resulta que las
superficies cerradas de las familias I y 2 son orientables, mientras que las superficies de la familia 8 no
lo son.

Los conjuntos de puntos que se utilizaran para modelar a los objetos se llamaran de forma general
interfaces y se denotardn como 02, mds generalmente, se le llamard interface a una (n — 1)-variedad
compacta conexa para n > 1 o a dos puntos para n = 1. Se dird que 9 tiene dimensién n — 1. Aunque
también se llamaran interfaces a la unién disjunta de dos de éstas.

Como la interface 992 estd encajada en R™ (para n > 1 ), entonces cada parte conexa lo divide en dos
regiones abiertas no vacias y disjuntas, una acotada y la otra no. Al conjunto no acotado se le llamara el
exterior de la interface, denotado como Q7, mientras que al otro se le llamara interior de la interface
y se escribird como 7. Cada regién es conexa por caminos. En el caso en que la interface consista de
dos puntos, el intervalo abierto comprendido entre ellos sera el interior, mientras que el complemento del
intervalo cerrado que forman sera el exterior. En ambos casos se tiene que 90" = 99 = 9Q~. La clausura
QF es equivalente a un sélido que tiene como frontera a la interface, 9(Q+) = 9.

La separacién de los casos (n > 1y n = 1) en la definicién de interface es debido a que una 0-variedad
conexa no divide al espacio R de tal forma que una regién sea acotada y la otra no, como ocurre para
variedades de dimensiones mayores a 0. Mientras tanto, la 0-variedad formada por dos puntos si lo hace,
pero no es conexa, propiedad indispensable en los otros casos. En las siguientes secciones se supondré que

la interface es una n-variedad de dimension n = 0,1 6 2, a menos que se diga lo contrario.

11Cuando existe un homomorfismo diferenciable que satisface la definicién de variedad.
12Un conjunto A tiene medida cero si para cualquier € > 0, existe un conjunto numerable € de rectdngulos cerrados
R=1la1,b1] X --- X [an,by] paraelcual AC |J Ry ) wol(R) < ¢, donde vol(R) = (b1 —a1) - ... - (bp — an). Esto quiere

ReC Ree
decir que el conjunto A es muy chico o delgado.
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2.3. Representacion Explicita

Ya se han caracterizado, por medio de propiedades topolégicas, a los conjuntos de puntos que definen
a las curvas y superficies que seran empleadas para el modelado de objetos. Ahora toca hablar sobre
las formas de definir a una interface, determinando su forma y la ubicacién de sus puntos en el espacio
ambiente. Una de ellas es la representacion explicita. Esta consiste en especificar a todos y sélo aquellos
puntos que estén en la interface. Puede ser nombrando a cada uno de ellos, o dando algunas propiedades

que solamente sean satisfechas por estos elementos de entre todos los puntos de R™.

Ejemplo 2.3.1 Aqui se dan algunos ejemplos de representaciones explicita para interfaces de dimension

0,12 [49].

1. En R:
onN={-11}%

Este es un caso trivial en que la interface consiste de dos puntos solamente.

2. En R?:
N={xeR": ||x||=1}.

Este es el ejemplo cldsico de la circunferencia unitaria centrada en el origen.

3. EnR™:
N={xeR": ||x||=1}.

La interface es la esfera unitaria centrada en el origen.

Los ejemplos anteriores son casos sencillos de representar. En el primero se nombran los elementos,
mientras que en los dltimos dos, las interfaces se caracterizan por las normas de sus elementos, las cuales
deben ser iguales a 1. Ahora bien, en el caso de la esfera se tiene que si x = (x1,x2,x3) la norma queda
como ||x|| = 23 + 23 + 23 = 1, entonces dejando a x3 en funcién de las otras variables se generan dos
ecuaciones, que en conjunto describen a toda la esfera. Desde ese enfoque la interface se representa como

la unién de las graficas de dos funciones,

00 ={xeR: 5= 1- (@ +a3) JU{xeR®: zy=—\/T-(@T+43 }.

Aunque aqui no es el caso, cominmente a esta forma de representacién es a la que se le llama como
representacién explicita, ya que una de las variables estda dada en funcién explicita de las restantes. Esta

idea se puede generalizar en la siguiente definicion.

Definicién 2.3.2 Se dice que una interface 0S) tiene una representacion por medio de funciones explici-

tas st
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m
o= A,
i=1
donde A; = { x = (z1,...,2,) €ER" . z; = fi(w1,...,85,...,2n) € fi(D;) } con f; : D; CR"™ ' — R
funcion continua, cuyo dominio D; es conexo por caminos, para todo i =1,...,m.
La notacioén &; en el vector (z;,...,Z;,...,2,), significa que la coordenada j-ésima es removida. Ahora

bien, puede resultar muy dificil expresar de esta manera a una interface con forma compleja, por lo que

es mas 1til otro tipo de representacion explicita, la representacion paramétrica.

Definicién 2.3.3 1. Una parametrizacion para una interface 0Q C R? de dimension 1 es una funcion

continua f : [a1,b1] — R2, tal que 90 = f([ay,b1]). A O se le conoce como curva parmétrica.

2. Para una interface 0Q C R? de dimension 2 es una funcién continua f : C — R3, tal que
C C R? es un conjunto conexo por caminos y compacto con f(C) = 0Q. A 08 se le llama superficie
paramétrica.

En cualquier circunstancia, al dominio de la parametrizacion f se le conoce como conjunto o espacio de

pardmetros.

Segun la definicién anterior se supone que la interface es conexa, aunque para representar interfaces
disconexas, se puede particionar el dominio segun el ntimero elementos conexos y pedir que las funciones
paramétricas sean “continuas por pedazos”’. Evidentemente para una interface de dimensién cero no
es necesario una funcién explicita ni una parametrizacién para ser representada, ya que pueden ser
nombrados directamente sus elementos. Por lo contrario, existen varias parametrizacones para una misma

curva o superficie.

Ejemplo 2.3.4 Se ejemplificard la definicion de parametrizacion dando dos representaciones paramétri-

cas diferentes para una circunferencia y dos para una esfera.

1. La forma paramétrica de la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de R? estd dada por:

00 = { (z1,72) € R?: (z1,72) = f(0) = (cos(0),cos(0)), 6 € [0,27] } =
={ (z1,72) € R?: (z1,22) = f(0) = (cos(0),—sin()), 6 € [-7,7] }.

2. Para la esfera unitaria centrada en el origen de R3 se tiene:

00 ={ (z1,79,13) ER?: (21,72,73) = f(,a) = (cos(0)cos(a), sin(0)cos(a), sin(a)),
(0,a) € [0,2n] x [0,27] } = { (w1, 22,23) € R3: (21, 22,23) = f(0,a) =
= (cos(0)cos(2a), sin(f)cos(2a), —sin(2a)), (6,a) € [0,27] x [-7/2,7/2] }.

No hay mucha diferencia entre las parametrizaciones de las interfaces anteriores, pero son esencial-

mente diferentes. Sin embargo, lo realmente importante es que describan a la curva o superficie de interés.
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Se pueden hacer analogias con la forma en como actian las parametrizaciones con su dominio. Por ejem-
plo, en el caso de la circunferencia unitaria, sus parametrizaciones toman el segmento de recta [0, 27| y
lo pegan por sus extremos deforméndolo hasta obtener la circunferencia, como si tal segmento fuera de
plastilina que puede deformarse sin romper ni pegar, solo en los extremos; lo mismo ocurre con la esfera,
las parametrizaciones hacen que el rectangulo de su dominio parezca de un material flexible que puede
estirarse y encogerse sin romperse ni pegarse, a excepcién de sus bordes, de tal forma que lo deforman
hasta convertirlo en una esfera.

Hasta este punto solamente se ha hablado sobre el tipo de representacién explicita, con la cual no es
posible especificar directamente ni el interior ni el exterior de la interface. Pero es de saber que cuando sus
parametrizaciones son hasta cierto punto “ suaves ”, se puede extraer a partir de ellas la direccién normal
por medio del gradiente, asi como la curvatura media de la interface en un punto especifico, etc. Todo
esto también lo proporciona una representacién implicita, que ademas permite la identificaciéon directa
tanto del interior como del exterior, ya que valoriza a todo el espacio de tal manera que estas dos regiones

son claramente diferenciadas.

2.4. Representacion Implicita

En esta seccién se introduce la representacion implicita de una interface por medio de una funcién
que a cada punto del espacio R™ le asigna un valor real tinico. Estas funciones definen a las interfaces por
medio de sus conjuntos de nivel, es decir, cada interface es el conjunto donde una funcién escalar toma

un valor constante, como se observa en el siguiente apartado.

2.4.1. Funciones Implicitas

Definicién 2.4.1 En general, una funcion implicita de un conjunto A C R™, es una funcion escalar

¢ :R" — R, tal que
A={xeR":g(x)=a},

con a € R fijo. Al conjunto de la derecha de la expresion anterior se le conoce como conjunto de nivel o
isocontorno de mivel a. Pero para que represente a una interface A = 000 C R™, adicionalmente se pide

que la funcion ¢ sea continua y satisfaga
QO ={xeR":¢(x)<a}y
Ot ={xeR":¢(x)<a}.

De esta forma si 00 es una curva se le llama curva implicita (o isocurva) y si es una superficie se le

llama superficie implicita (o isosuperficie).
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La definicién anterior dice que la interface puede ser vista como la interseccién de la grafica de ¢ con
un conjunto R™®~1. Notar que los valores de la funcién implicita en el interior son menores que un umbral
dado y en el exterior son mayores que ese umbral, pero hubiera sido equivalente haber definido a ambos
conjuntos con las desigualdades invertidas, puesto que no importa la funcién implicita en si misma, sino
que determine tanto a la interface, al interior y al exterior al mismo tiempo con la comparaciéon de sus

valores con respecto a un nimero.

Observacion 2.4.2 Cuando una interface estd representada por un isocontorno ¢ = a, se puede consi-
derar otra funcion escalar continua é = ¢ — a, cuyo isocontorno (Z) = 0 describe a la misma interface.
Al igual que los valores de ¢ en el interior son negativos, mientras que en el exterior son positivos. Con
esto la funcion ¢ es una funcion que representa implicitamente a la interface. Ademds comparten otras
propiedades. La existencia de las derivadas parciales de ¢ implica la existencia de las parciales de é,
y reciprocamente, que también son iguales ya que la suma de una constante se convierte en cero bajo
derivacion. Debido a esta igualdad también cuentan con las mismas propiedades que dependen de sus

derivadas parciales.

Por la observaciéon anterior se puede restringir la representacion implicita de interfaces a funciones
implicitas que describan a éstas con sus isocontornos de nivel cero. Al igual que en las parametrizaciones
existen varias funciones escalares que representan implicitamente, e inclusive con el mismo isocontorno,
a una interface; una puede ser diferenciable en un punto mientras que otra no necesariamente. Se daran
unos ejemplos en esta seccién para ciertas interfaces y mas adelante se representaran con otras funciones

implicitas llamadas funciones distancia con signo.

Ejemplo 2.4.3 Para ejemplificar se toman las interfaces del Ejemplo 2.3.1., dando las funciones
implicitas que las describen, asi mismo se expresan el interior y el exterior correspondientes a cada

una de ellas.

1. En R, una funcién implicita que representa a la interface que consta de los puntos —1 y 1 es (ver

Figura 2.3, parte superior):
o(x) =22 — 1.

El interior es el intervalo abierto de radio 1 centrado en cero Q- ={z e R: |z| <1} =(-1,1).

El exterior es Qt ={zeR:|z|>1} = (—o0,—1) U (1,00).

2. En R2, para representar a la circunferencia unitaria con centro en el origen se uitliza la funcion

implicita (ver Figura 2.3, parte inferior):

¢(X) :l'% +$% - 17
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donde x = (x1,x2). El interior de la interface es el disco abierto con radio 1, Q= = { x € R? :
22 + 23 < 1} = B1(0). Su complemento es el disco cerrado con radio 1 centrado en el origen

OF={xeR?: 22 +22>1}=B.(0).
3. EnR3, la esfera unitaria es posible representarla con la siguiente funcion implicita:
d(x) = 23 + 23 + 23 — 1,

tal que x = (x1,x9,x3). El interior es la bola abierta de radio 1 centrado en el origen, Q- ={ x €

R?: 22 + 23+ 23 <1} = By(0). Su exterior es el complemento de la bola cerrada de radio 1

——C

centrada en el origen, QT ={ x € R3: zf + 23+ 2% >1} =B(0)

o D
0 “Nf# &
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e ORI,
R
SRR
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Figura 2.3: (superior) Representacion implicita de {—1, 1}. (inferior) Representacién implicita del circulo

unitario centrado en el origen.

El término interface no sélo incluye la modelacién de un unico sélido, sino también de varios. E in-
cluso se pueden realizar operaciones booleanas (operaciones de conjuntos) entre los modelos sélidos de
estos objetos. En general, las operaciones booleanas de modelos sélidos no son cerradas, por ejemplo,
la interseccién de dos de ellos puede dar como resultado modelos no sélidos como lineas o puntos. Para

arreglar esto se redefinen las operaciones booleanas resultando en un conjunto de operaciones cerradas
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denominadas operaciones booleanas regularizadas [11]. Sin embargo, es de gran ayuda tener un conjun-
to de operaciones boolenas, no regularizadas, entre sélidos por medio de las funciones implicitas que
los representan y sin la necesidad de crear otra funcién totalmente independiente, como ocurre con la

representaciéon paramétrica.

Proposicion 2.4.4 Dadas dos funciones implicitas ¢1 : R® — R y ¢ : R™ — R, supongamos que
Q7 y Q5 son los correspondientes interiores de las interfaces que representan, entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones:

1. ¢ =min{ ¢1,02 } es una funcién continua tal que
O UQy) ={xeR": ¢(x)=0}yQ Uy ={xeR": ¢(x) <0 }.
2. ¢ = max{ ¢1,¢P2 } es una funcidn continua y cumple con
DO Ny ) ={x€R™: ¢(x) =0}y NQ; ={xER": ¢(x) <0 }.
3. ¢ =méx{ ¢1,—d2 } es una funcion continua tal que
O\Q) ={xeR": ¢(x) =0} yQr\Q ={x€R": ¢(x)<0},
donde el simbolo \ significa diferencia de conjuntos.

4. ¢ = —¢1 es una funcion continua con
907 ={x€R": ¢(x)=01yQ] ={xeR": ¢(x)<0}.

Las operaciones de conjuntos que se llevan a cabo de forma implicita con estas funciones son, en el
orden en el que aparecen en la proposicién, la unién, la interseccion, la diferencia y el complemento de

los sélidos generados por las interfaces iniciales.

2.4.2. Estructuras definidas a partir de la Representacién Implicitas

Se pueden definir algunas estructuras relacionadas a las interfaces, a partir de las funciones implicitas

cuando existen las derivadas parciales, como el gradiente y la curvatura media.

Definicién 2.4.5 Sien un punto x € R" existe cada derivada parcial en la direccion x;, % , el gradiente

de la funcion implicita en ese punto estd definido por

Vo= (g ). (25)

Ory " Oy
El gradiente es normal a los conjuntos de nivel de ¢, en particular, en cualquier punto donde sea suave
la interface y que el gradiente no se anule éste apunta en la misma direccion que el vector normal unitario
N a la interface, el cual apunta hacia el exterior desde dichos puntos. Este vector puede ser definido a

partir del gradiente.
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Definicién 2.4.6 Suponiendo que existe el gradiente V¢ y no se anula en un punto x, se define el vector

normal unitario exterior en ese punto como

_ Vo
Vel

Notar que la normal unitaria no se limita a ser calculada solamente en los puntos de la interface sino

(2.6)

en cualquier punto del dominio en donde exista el gradiente de ¢, excepto en sus puntos criticos, puntos
donde el gradiente es cero. Cuando existe la normal unitaria, junto con ciertas condiciones extras, es

posible hallar la curvatura media de la interface en un punto determinado.

Definicién 2.4.7 Sea N = (Ny,...,N,) con N; = % = ¢, . Si existen las parciales dobles y miztas de
¢ en un punto x € 082, la curvatura media de la interface en ese punto estd definida como la divergencia

de la normal N, es decir,

0N, ON,,
k=V -N= ST ; 2.7
0x1 ox, (2.7)
donde V = (6%1, e a%) es el operador nabla.
Observacion 2.4.8 Si se denotan las parciales dobles de ¢ como 227? = ¢g,z, Y las parciales miztas
como % = Qu,x,;, entonces la curvatura media queda determinada por las parciales de ¢ : R" — R
0T j

de la siguiente manera:

0, sin=1,
(¢g¢yy - ¢w¢y¢wy - ¢w¢y¢yw + ¢§¢ww)/||v¢||3v st = 27
Vo
K=V (HV(bH) = (d’?«‘byy - ¢m¢y¢my - ¢z¢y¢yz + ¢32;¢xz + Qﬁ‘bzz* (2‘8)

CONT1 =2, Tg =Y Yy T3 = 2.

En este apartado s6lo se habla sobre la curvatura media de las interfaces, pero en la referencia [40]
hay férmulas para encontrar la curvatura gaussiana de una superficie implicita.

A cualquier conjunto de R™ se le puede asignar una funcién que indica si un punto de este espacio se
encuentra en el conjunto, dando en ese caso el valor 1, o si estda en su complemento, cuyo valor asignado
seria 0. A esta funcién se le conoce como funcion indicadora o funcion caracteristica. Pero en el caso
especial en que una interface sea representada por una funcién implicita ¢, la funcion caracteristica x~
del conjunto Q—, queda como:

1, si p(x) <0,
X (x)= (2.9)
0, si¢(x)>0.

Mientras que la funcién caracteristica x del exterior queda determinada por:

0, sio(x) <0,
X" (x) = o) (2.10)

1, si ¢(x) > 0.
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Si una una funcién escalar f estd definida y es integrable sobre todo el espacio R™ se puede calcular

la integral sobre el interior de la interface con la funcién caracteristica de 2=,

/f(x)dx:/f(x)x_(x)dx. (2.11)
Q- R™

Esta integral conocida como integral volumen cuando la interface es una superficie cerrada, integral de
drea si la interface es una curva cerrada e integral de linea si es un conjunto de dos puntos. La inclusién
de la interface en la funcién caracteristica xy~ no afecta al resultado de la integral en el interior, ya que
tiene medida cero; asi que pudo haberse omitido o incluido al exterior para la definicién de x+. Cuando la
funcién f es la constante 1, el resultado de la integral sobre 2~ es lo que se puede considerar el volumen
de la interface, siendo el volumen propiamente dicho del interior de una superficie cerrada en el epacio, el
area interior para una curva cerrada en el plano y la longitud del segmento localizado entre dos puntos de
la recta real. En muchas aplicaciones en lugar de utilizar las funciones caracteristicas tal cual son puestas

en términos de la funcién de Heaviside:

0, si¢<O0,
H($) = (2.12)
1, si¢>0.
De esta forma las funciones caracteristicas se ven como x™ = H(¢) y x~ = 1 — H(¢), por tanto la

ecuacion (2.11) también cambia

[ seiax= [ seo0 - Ho)ix. (2.13)

Q-

2.5. Representaciéon Implicta a través de Funciones Distancia

con Signo

En esta seccién se introduce un tipo especial de funcién implicita, llamada funcion distancia con signo
o distancia orientada. Estas funciones tienen varias propiedades, ademads simplifican muchas expresiones
y ecuaciones, asi como permiten hacer méas precisos y estables ciertos calculos con respecto a la evolucién
de forma de las interfaces que representan. Estas funciones se pueden definir para representar conjuntos
mas generales que curvas y superficies cerradas, por lo que se presentara la teoria de la forma més general
posible, para deducir como caso particular los casos de interés. Se definirdn algunos conceptos relacionados
y se daran a conocer las propiedades méas importantes de este tipo de funciones. Pero primero se estudian

las funciones distancia y se considera al espacio R™ con la topologia usual.
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2.5.1. Funciones distancia

Definicién 2.5.1 Una funcidn distancia con respecto a un conjunto @ # A C R™ es una funcidn escalar
da : R" — R definida como

da(x) =inf{ |[[x—y||: ye A} (2.14)

El simbolo inf hace referencia al infimo del conjunto de todas las distancias que hay entre un punto fijo
cualquiera del espacio R™ y los puntos de un conjunto arbitrario A. Por tanto, la funcién distancia mide
cuan cerca del conjunto A se encuentra dicho punto. En un sentido, esta funcién generaliza el concepto
de norma en el espacio euclideo R™, que mide la distancia de cualquier punto con respecto al origen.
Esta funcion estd bien definida, ya que si se tiene en cuenta que la distancia entre dos puntos siempre es
mayor o igual a cero entonces siempre esta asegurada la existencia del infimo de cualquier conjunto de

distancias. Enseguida se dan algunas propiedades importantes.

Proposicién 2.5.2 Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R™, supongamos que da y dp son las

correspondientes funciones distancia, entonces:

1. da es una funcion que cumple la condicion de Lipschitz, esto es, para todo x, y € R™ se cumple
|da(x) = da(y)l < |x—yl|. (2.15)

2. da es una funcion uniformemente continua® en todo R™.

3. Para cualquier x € R™, existe y. € A tal que da(x) = ||x — y||, ademds d4 = d.
4. A={xeR": da(x)=0 }.

5. Si A C B, entonces da > dg.

6. da es (Fréchet'* ) diferenciable casi donde sea'® en R™.

7. da satisface

IVdal| < 1. (2.16)

La mayoria de las demostraciones pueden encontrarse en [48], otras son resultados bésicos de célculo
de varias variables. Sin embargo se puede demostrar casi de inmediato que I implica 2, mientras que 2

implica la continuidad de d4 en todo el espacio R™. Como consecuencia de 3 se tiene que la clausura

13Se dice que una funcién f : D C R — R es uniformemente continua si para todo € > 0 existe § > 0, tal que para

x,y € D siempre que se cumpla ||x — y|| < §, se tiene |f(x) — f(y)| <e.
Una funcién f : R — R es Fréchet diferenciable en x € R™ si existe el limite

lim L =FO=VI()-(x=y) _
h—0 [Ix=yIl

15Se dice que una propiedad se cumple casi en todos lados, casi donde sea o casi en todas partes en R™, si tal propiedad

solamente no se cumple en un conjunto de medida cero.
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del conjunto es igual al isocontorno de nivel cero de la funcién distancia. Al ser el conjunto A cerrado la
propiedad 4 dice que el infimo se puede cambiar por minimo, es decir, para cualquier punto en el espacio
ambiente siempre existe un punto del conjunto que es el mas cercano a él, no necesariamente es inico. Si
un conjunto esta contenido en otro, entonces cada punto que no estd en ninguno de los dos, se encuentran
mas lejos del conjunto que estd contenido que el que lo contiene, como senala 5. Para demostrar 6 se
aplica 1 junto con el Teorema de Rademacher'®; esta propiedad afirma que la funcién distancia casi
siempre es diferenciable, excepto en un conjunto muy chico, casi “sin importancia”. Por dltimo, segin 7,
siempre que exista Vd4, su norma no serd mayor a 1. Se tiene un rango acotado para el tamano de los
vectores del gradiente.

Hay algunos conjuntos importantes que se definirdn a continuaciéon como el conjunto de proyecciones
de un punto y los esqueletos. Estos tienen una relacién con la diferenciacién de la funcién distancia como

se verd mas adelante.
Definicién 2.5.3 Dado @ # A C R™, el conjunto de proyecciones de x sobre A estd dado por:

Ma() = {peA: da(x) = |x—pll } (2.17)
Los elementos de I14(x) son llamados las proyecciones de x sobre A.

Observacion 2.5.4 FEl conjunto de proyecciones consiste de los puntos mds cercanos a la clausura del
conjunto en cuestion. Esto implica que para A # &, si x € A, entonces I14(x) tiene un sélo elemento,

que es el mismo x. Luego, cuando A # @, U ac(x) = { x } para cualquier punto x € Ac.
Definicién 2.5.5 Si A C R™ no es vacio, el esqueleto exterior de A es definido como:

Skezt(A) = { x € R" : TI4(x) tiene mas de un elemento }. (2.18)
Si ademds A° # @, el esqueleto interior de A se define de manera similar (ver Figura 2.4),

Skint(A) = { x € R": T4e(x) tiene mas de un elemento }. (2.19)

Sl’{j",r{"l]'

Figura 2.4: Esqueleto interior y exterior del conjunto A.

16E] teorema de Radamacher dice lo siguiente: Si U es un subconjunto abierto de R® y f : U — R™ es una funcién

Lipschitz, entonces f es una funcién Fréchet diferenciable casi en todas partes en U.
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Observacion 2.5.6 De la Observacion 1.6.4 y las definiciones anteriores se puede concluir:
Skept(A) C intA¢ = A° y Skini(A) C intA = A,

Se quiere caracterizar, o al menos conocer cémo es la mayor parte del conjunto de puntos en donde
no existe el gradiente de d 4, conocido como el conjunto de singularidades del gradiente de da, el cual
se denota Sing(Vda). Para esto se procederd hacer una relacién entre la funcién distancia d4 con la

diferenciabilidad de su cuadrado d3.
Teorema 2.5.7 Sea @ # A C R" y x € R", entonces:

1. El conjunto T14(x) es no vacio, compacto y para cualquier x ¢ A, se tiene que
HA(X) C 0A.

2. d% es (Fréchet) diferenciable en x si y sdlo si el conjunto I14(x) contiene un tnico elemento,

denotado como pa(x). Ademds se da la igualdad
Lo o
pa(x) =x — §VdA(x). (2.20)

Observaciéon 2.5.8 De 2 se puede concluir que
Skept(A) = {x € R™ : #VdZ(x)} C intA® = A",
y como la existencia de Vd(x) implica la existencia de Vd?(x), ocurre que
Sing(Vda) = Skext(A) U Cest(A),
donde
Cort(4) = { x €R™: IV (x) y BVAAGX)}

es llamado la quebradura exterior de A. Paralelamente, si A® # &, dae cumple los dos enunciados de la

proposicion anterior, definiendo por tanto la quebradura exterior de A como
Cint(A) = { x €R": IVd3.(x) y IVda-(x)}.
Observacion 2.5.9 Es de notar las relaciones que hay entre las definiciones de los conjuntos introduci-
dos en esta seccion y teniendo en cuenta que da = d:
Skeat(A) = Skext (A) = Skint(A°), Skint(A) = Skini(A) = Skext (A°), Cert(A) = Cept(A) = Cine(A°),

Cint(A) = Cini(A) = Copt (A°) y Sing(Vdy) = Sing(Vd3).

Enseguida se dard una lista de propiedades que dardan mucha informaciéon acerca de las funciones
distancia, entre ello permitiran calcular directamente el gradiente en casi cualquier parte. Los detalles de

la demostracién se dan en [48].
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Teorema 2.5.10 1. Sea @ # A C R™. Si Vda(x) existe en un punto x € R"™, entonces I 4(x) =

{pa(x) } y

0, six €A,
da(x) = [lpa(x) —x|| y Vda(x) = o _
x—pa(x .
Tx—paGon 5 X & A.
2. Para @ # A CR" yx € R"\JA, dy4 es diferenciable en x si y solamente si d% es diferenciable en

X.
3. Si @ # A CR"™, entonces Sing(Vdy) tiene medida cero.

4. Para x € R"\Sing(Vda), es decir, para casi todo x se tiene que
xz(x) =1—[[Vdax)[| y
Xintae (X) = [[Vda(x)|],

tal que xa es la funcion indicadora del conjunto A.

5. Dadox € R", a € [0,1], p € T4(X) y Xo = P + a(x — P),
da(xa) = |[xa — Pl = a||x = p|| = ada(x),

ademds para cualquier o € [0,1], I14(xq) C a(x). En particular, cuando I14(x) tiene un dnico
elemento, 114 (xa) = { pa(x) } y Vd%4(xa) existe para toda o € [0,1]. Si de forma adicional x ¢ A,
Vda(xq) existe para a € (0,1] y Vda(xq) = Vda(x) .

En la primera parte del teorema se da una férmula explicita para hallar el gradiente de la funcién
distancia, siempre y cuando éste exista. La segunda parte garantiza la existencia de tal gradiente en
cualquier punto fuera de la frontera del conjunto A sabiendo simplemente que tiene un tinico punto maés
cercano a la clausura A. En primera instancia no se sabe nada del gradiente en la frontera de A, sin
embargo, no hay que preocuparse tanto, ya que & dice que el conjunto de puntos donde el gradiente
de la funcién distancia no existe, es pequeno. Como consecuencia de 2 y 3, Cept(A) U Cipe(A) C A,
y cada una de las quebraduras asi como los esqueletos tienen medida cero. Para los puntos en donde
el gradiente exista, las funciones indicadoras de A y de intA°, se pueden expresar en términos de él. El
ultimo apartado tiene sentido ya que el segmento de linea que une a un punto con su punto mas cercano
a A, es el camino més corto que hay a la clausura de A desde él, entonces cualquier elemento de ese
segmento efectivamente debe tener el mismo punto més cercano a A. Ademds, si existe Vda(x) y no es
cero, para cualquier punto x, sobre el segmento de recta, excepto para pa(x) € A, Vda(x,) existe, no
es nulo y su negativo apunta en la direccién de descenso més rapido, en otras palabras, es un vector en
x que apunta hacia p(x).

Se han visto algunas propiedades sobre las funciones distancia, muchas de las cuales se heredan a las

funciones distancia con signo, que seran de utilidad conocer mas adelante en el trabajo.
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2.5.2. Funciones Distancia con Signo

Este tipo de funcién proporciona un punto de vista de conjunto de nivel para el conjunto A, en donde

el nivel cero de la funcién distancia con signo es la frontera de A.

Definicién 2.5.11 Sea A C R" con 0A # @. La funcion distancia con signo o funcion distancia orien-

tada con respecto a A, es una funcion escalar by : R™ — R definida como
ba(x) = da(x) — dac(x) (2.21)
donde da y dae son las funciones distancia con respecto a A y A°, respectivamente

La restriccién 0A # @ al principio de la definicién es debido a que esto es equivalente a pedir al mismo
tiempo que A y A° sean no vacios, lo cual es imprescindible para que las respectivas funciones distancia
estén definidas.

Una forma equivalente de ver a una funcién distancia con signo con respecto a un conjunto, en términos

de su frontera es

da =daa, s1 X € int A,
ba(x) =40, st X € 0A, (2.22)
—dae = —dya, 81X € intA.
Observaciéon 2.5.12 Hay que notar que bae = —ba, tal que en el interior de A el valor de bs es negativo,

mientras que en el interior de A¢ (o exterior de A) es positivo. También se puede deducir de la forma
anterior que
IT4(x), six€intA°,
Moa(x) =9 {x}, sixedA, (2.23)
ITae(x), six € intA.
Por tanto Skini(A) =T y

Skt (9A) = Sking(A) U Sk (A). (2.24)

Al igual que para las funciones distancia, existen conjuntos analogos a los esqueletos, a las quebraduras
y al conjunto de singularidades del gradiente para las funciones distancia con signo. S6lo que en este caso
se unifican en un solo conjunto las versiones interiores y exteriores que surgian anteriormente, ya que se

involucran las funciones distancia de d4 y de d 4.

Definicién 2.5.13 El esqueleto de un conjunto A con frontera no vacia, estd definido por:
Sk(A) = Skegt(0A).

El conjunto de singularidades para el gradiente Vby es:

Sing(Vba) = { x e R": AVba(x) }.
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La quebradura para by estd definida como:
Co(A) ={xeR": IV (x) y BVba(x) }.

Ahora bien, muchas consecuencias de la definicién de funcién distancia con signo se dan debido a que esta

funcién consiste de una resta de funciones distancia; para detalles de la demostracion se puede consultar

[48].

Teorema 2.5.14 Sean A y B dos conjuntos con frontera no vacia, siba ybg son las respectivas funciones

distancia con signo, entonces:
1. Se cumplen las siguientes implicaciones y equivalencias:

a) BC A= by <bgp.
b) A=B = by =bp.
c) ba<bp < BCAyA°C Be.

d) by=bp <= B=AyA°=DB¢ <= B=A y0A=0B.
Particularmente si 0A # @ se tiene

a) binga < ba < by
b) by =ba < 0A = 0A.

¢) binta = ba < JintA = JA.
2. lbal =da +dac = méx{da,dac} = dya
3. 0A={xeR": by(x)=0}.
4. La funcion ba cumple con la condicion de Lipschitz en todo su dominio.
5. ba es uniformemente continua en todo R™.
6. ba es (Fréchet) diferenciable en casi todo R™.

7. Vba satisface la desigualdad
[Vbal < 1. (2.25)

Al considerar el cuadrado de la funcién distancia con signo, la propiedad 2 del teorema anterior juega

un rol particularmente importante en la caracterizacién de su diferenciabilidad ya que % = [ba|? = d% A
Teorema 2.5.15 Sea A un conjunto con frontera no vacia y b su respectiva funcion distancia con signo.

1. El conjunto Tlg4(X) es no vacio, compacto y para cualquier x ¢ DA, se tiene que

II5a (X) C 8(3A)
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2. V% es (Fréchet) diferenciable en un punto x € R™ si y sdlo si llpa = { paa(x) } sdlo cuenta con un

punto. También se cumple

Observacién 2.5.16 Para x € 0A, lpa(x) = { x }, b% es diferenciable en x y Vb*(x) = 0.

1
poa(x) =x— §Vb?4(x).

(2.26)

Como en las funciones distancia, entre otras bondades, se puede encontrar directamente el valor del

gradiente de las funciones distancia con signo, en la mayoria de los casos cuando existe.

Teorema 2.5.17 Sea A C R™ con frontera no vacia.

1. 8i Vba(x) existe en un punto x € R", entonces Ilga(x) = { paa(x) },

llpaa(x) — x||, st X € int A€,
ba(x) =40, si x € 0A,

—|lpoa(x) —x||, six € intA°,

0 para casi todo x € DA,
Vba(x) =

Xpeald i x ¢ DA.

2. ba es diferenciable en x ¢ OA si y solamente si b, es diferenciable en x.

3. El esqueleto de A tiene medida cero en R™ y estd en el exterior de la frontera de A,

Sk(A) ={ x € R": Vb4 } C R"\OA.

4. El conjunto de singularidades Vby tiene medida cero,

Sing(A) = Sk(A) U Cy(A).

(2.27)

(2.28)

5. Para casi todo x € R™ la funcidn indicadora de OA se puede expresar en términos del gradiente de

bA7

Xoa(x) =1 =[Vba(x)]].

6. Dadox e R", a € [0,1], p € ga(x) y Xo = p + a(x — p),

ba(Xa) = [[Xa — Pl = a|lx — p[| = aba(x),

ademds, para cualquier o € [0,1], Hoa(xs) C Hoa(x). En particular, cuando Tpa(x) tiene un

tdnico elemento, lga(xa) = { poa(x) } y Vb (xa) existe para toda o € [0,1]. Si de forma adicional

x ¢ 0A, Vba(xy) existe para o € (0,1] y Vba(xq) = Vba(x).
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La demostracién de estas propiedades se encuentra en [48]. A pesar que en la mayoria de los casos el
gradiente de by en x € A C R” sea cero, no siempre es el caso. El conjunto de puntos donde eso ocurre

es un conjunto de medida cero en R™, como lo indica el enunciado I del teorema anterior.

Teorema 2.5.18 Sea A C R" tal que A # &. Sea x € JA, suponga que Vby existe y es continua en
una vecindad abierta V(x), y que ANV (x) es un conjunto de medida cero. Entonces ||Vbal|| =1 en

todo el abierto V(x).

Cuando A es abierto y existe Vba(x) para x € JA y es continua en vecindades de estos punto,
entonces éste siempre es un vector unitario. Este resultado no contradice al Teorema 2.5.17, ya que el
conjunto de la frontera donde el gradiente es unitario tiene medida cero. La suavidad de 0A se traslada

a la funcion by, siendo b4 diferenciable en casi todas partes.

Observacion 2.5.19 Por todos los resultados vistos en esta seccion se deduce que la funcion distancia

con signo satisface la ecuacion Eikonal en casi cualquier parte, es decir,
IVball =1, (2.29)
excepto en un conjunto de medida cero.

La funcién implicita ¢ que representa a la interface 92 por medio del conjunto de nivel cero de una
funcién distancia con signo es
doa-(x), six€int(Q7)° =007,
$(x) = ba- (%) = 0, six € 90 =09, (2.30)

7d8§2* (X), six€EntQ™ =0,

Ejemplo 2.5.20 Para la circunferencia de radio 1 centrada en el origen, su funcion distancia con signo
es

p(x) = x| -1, (2.31)

y su gradiente (ver Figura 2.5)
(2.32)

Figura 2.5: Gradiente V¢, para el circulo unitario centrado en el origen.
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Una de las cosas mas interesantes que ocurre con las funciones distancia con signo es que las funciones
resultantes de las operaciones de la proposicién 2.4.4 son también funciones distancias con signo de sus

respectivos conjuntos de nivel cero.

Proposicién 2.5.21 Si ¢y y 2 son funciones distancia con signo, entonces también los son min{¢s, ¢2},

méX{¢la QSQ}; méx{d)la 7(252} Y 7(7251-

2.6. Discretizacion de Interfaces y estructuras

Debido a que la representacién de puntos en la computadora es finita, una figura (bidimensional o
tridimensional) no puede ser representada completamente, lo inico que queda es aproximarnos a ella
con un numero finito de puntos como muestra, lo que se conoce como discretizacién. En esta seccién se
abordara la discretizacién de las representaciones explicitas e implicitas de curvas y superficies, asi como
el de las derivadas parciales de interfaces representadas implicitamente.

Para el caso bidimensional de una curva cerrada representada paramétricamente con valores en un
intervalo [a1,b1], se escoge un conjunto de puntos P = {tg,t1,...,ts} tal que tg = a1 <t <ta < -+ <
ts = by. Los puntos de P dividen al intervalo anterior en s subintervaloes disjuntos [t;—1,t;], que no
necesariamente tienen el mismo tamano At = t¢; — t;_1. El valor de la parametrizaciéon en cada punto t;
de P, denotado como x(t;), es guardado. Esto hace sencillo la discretizacién de la representacién explicita,
sin embargo la complejidad aumenta al discretizar la representacién paramétrica de una superficie cerrada
en el espacio tridimensional.

La estructura de orden en R es utilizada para establecer autométicamente las conexiones entre las
imdgenes de los puntos de P, de tal forma que x(¢;) estd conectado con x(t;—1) y con x(t;1+1), y los
extremos del intervalo coinciden. Mientras tanto, el espacio de pardametros para discretizar una superficie
es un rectangulo [ag,b1] X [az, bo] en R?, el cual estd desprovisto de una relacién de orden. Por lo que si
escogemos de forma similar a como se hizo anteriormente conjuntos Py = {ro,...,rm}ty P2 = {to,...,tn}
de los intervalos que conforman el rectangulo, entonces el espacio de parametros se podria discretizar
dividiendo en subrectangulos [r;,7;+1] X [t;j,t;41], con ¢ = 0,...,m y j = 0,...,n. Sin embargo, a
pesar de que cada intervalo tiene un orden, por si solo el conjunto P = P; X P, no da ningun indicio
de los puntos x(r;,7;) que estdn conectados, por lo que hay que dar las conexiones explicitamente y
almacenarlas. Esto lo hace aiin mas complejo para el caso de aplicaciones en que las conexiones cambian
constantemente y de forma dindmica, como la fusién o separacion de superficies, ya que es necesario hacer
implementaciones adicionales para establecer nuevos enlaces, y pueden surgir conexiones que no deberian
de existir, ambigiiedades o huecos que no correspondan con la forma esperada de la interface dentro de
la aplicacién, y a la larga puede ser tedioso el trabajo para el usuario.

Para el caso bidimensional de una interface que se representa de forma implicita es necesario seleccionar

una region acotada D que la contenga, denominada dominio, que para efectos practicos generalmente es
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un rectdngulo. Este conjunto se discretiza seleccionando un conjunto finito de puntos (x;, y;) de él, cuyos
valores de la funcién implicita que representa a la interface son guardados. Este conjunto se le conoce
como malla, hay diferentes tipos de mallas, y una de las mas utilizadas son las mallas cartesianas, éstas
pueden ser generalizadas para discretizar dominios en espacios de més dimensiones (dominios de la forma
D = [a1,b1] X -++ X [an,by] para un espacio n—dimensional), en lo siguiente se e definird la versién

bidimensional, pero es facil su extensién multidimensional.

Definicién 2.6.1 Una malla cartesiana bidimensional es un conjunto finito
{(zi,y;) ER?: 1 <=i<=m,1 <=j <=n}

tal que zog < -+ < Ty Y Yo < - < Yn. En donde intervalos [x;, xit1] y [y;, yj+1] tienen respectivamente
tamario Ax = x41 — x; Yy Ay = yiy1 — yi. A cada rectdngulo [x;, ;1] X [yi, yit1] se le conoce como
célula y se le llama contenido a la multiplicacidn de sus dimensiones (x;41 — x;)(yir1 — yi). Se dice que
una malla cartesiana es uniforme si todos los tamarnos de los subintervalos que se encuentran sobre un

mismo eje son iguales.

Se puede suponer Az = Ay y (= Az, para el caso tridimensional) para estandarizar los errores de
aproximacién sobre cada eje. Entonces, de esta forma se determinan puntos que se encuentran en el
interior, en el exterior o en la interface.

Es vélido (sino obligatorio) pensar que al haber una infinidad de puntos en la interface no es posible
saber de manera exacta la posicién de cada uno de ellos, y sin importar qué tipo de representacién se
utilice siempre habrd detalles que no se puedan visualizar, pero se puede hacer més precisa la forma de la
interface (es decir, la aproximacién) si se aumenta el nimero de puntos (la resolucién) que se incluyen en
la discretizacién (en la particién del espacio de pardmetros o en la malla cartesiana, segin sea el caso).
Para el enfoque por representaciéon implicita, claro esta, que el tamano de un objeto debe ser mas grande
que el tamano de las células de la malla, para que se pueda definir.

Una observacién muy importante es que, si con la representacion explicita sélo se maneja un conjunto
finito de puntos de la interface, con la representacién implicita, es altamente probable que la mayoria
de los puntos en la malla cartesiana no estén en la interface, es decir, ella generalmente queda determi-
nada con este tipo de representacion por los puntos de la malla que se encuentran en su interior o su
exterior, y algunas veces puntos de la misma interface. Aunque pueda parecer una desventaja, ya no es
necesario conocer las conexiones entre puntos de la interface, por lo que la operacién dindmica (como
fusién o separacién de objetos virtuales, tal vez simulando gotas de agua) de dos o més interfaces se hace
automaticamente. A diferencia de la representacion paramétrica, resulta ventajoso para la representacién
implicita generalizar la discretizacién de la interface a mas de dos dimensiones, en particular para tres,
de forma andloga.

Hay que ser cuidadosos con la eleccién de la funcién implicita ¢ a elegir. Mientras mas suave sea

esta funcién y menos variacién haya en vecindades pequenas cerca de la interface, entonces, estructuras
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como el gradiente en puntos cercanos entre si serdn muy parecidas (con muy pocos, o nada de, cambios
bruscos), por lo que se podria aproximar el gradiente de cada punto de la interface, con una interpolacién
de los gradientes de sus puntos vecinos en la malla cartesiana; si incluso, las normas de los gradientes
no son demasiado grandes o demasiado pequefios (cercanos a cero), puede aproximarse la normal de
cualquier punto de la interface con una interpolacién similar. Si ciertas caracteristicas, no deseadas para
el calculo de determinadas estructuras, estan dadas aisladamente en unos cuantos puntos, como una sin-
gularidad (para el caso que se requiera un gradiente) o un gradiente cero (para el célculo de una normal),
se pueden definir dichas estructuras de forma similar a aquellas que hay en los puntos vecinos, ya sea
escogiéndolas aleatoriamente, por conveniencia o encontrandolas por interpolacién. Numéricamente, esto

podria traducirse como una pequena perturbacién (que se puede dar como causa de errores de redondeo).

Ejemplo 2.6.2 Se puede dar el caso de una circunferencia unitaria centrada en el origen cuya represen-
tacion implicita puede verse en el inciso 2 del Ejemplo 2.4.3. En el punto (0,0), se tiene ||[V¢(0,0)|| = 0,
pero en todos los demds, ||Vo|| = 1; si se quiere definir una normal en ese punto, se puede hacer segin

mds conveniese. Podria ser V¢(0,0) = Vé(0,€) con € muy pequenia y no necesariamente positiva.

Por tanto, si una funcién es lo suficientemente suave y bien comportada, ademés de que el tamafno de
paso espacial sea suficientemente pequeno, el calculo de estructuras, como derivadas, y las soluciones de
ecuaciones diferenciales, como las que se utilizaran para la evolucion de la interface, serdn més precisas, y
todo contribuird en la estabilidad de la discretizacién de las ecuaciones diferenciales de movimiento. Esto
hace a las funciones distancia con signo buenas candidatas para la representacién implicita; contamos con
que, en los puntos en donde no exista el gradiente o la normal, por pertenecer a un conjunto de medida
cero en este sentido, puedan ser aproximada por estructuras de los puntos vecinos en donde si existen.
A veces, este tipo de funciones deben ser reinicializadas (como se verd en el siguiente capitulo) para que
no se pierda la estructura ni las propiedades de funcién distancia con signo durante la evolucion de la
interface.

Se puede argumentar que en la discretizacion de la representacién explicita haya un ahorro de memoria
y tiempo de cdlculo computacional al ser menos los puntos que se consideran (solamente puntos sobre la
interface), mientras que aquella con la representacién implicita, también se toman en cuenta puntos que
no estan en la interface. Por ejemplo, para el caso de una curva cerrada, el problema de parametrizacion de
ésta, pasa de considerar un problema cuyo dominio es de dimensién uno, a uno en donde hay que considerar
el dominio de una funcién implicita de dimensién més grande, de dimensién dos'”. Sin embargo, si lo
Unico importante es la interface (y su evolucién, por supuesto), entonces, en donde se podria requerir

precision es en los puntos cercanos a ella. Por tanto se puede utilizar un método local, denominado método

17Un caso muy obvio para el que la aplicacién de la representacién implicita no es nada practica, es en la discretizacién
de una interface de dimensién cero (dos puntos); sélo es necesario nombrar explicitamente los puntos para tener una
representacién explicita, mientras que implicitamente se necesitarfa discretizar un dominio D = [a, b] que contuviera a los

puntos de la interface o tan siquiera puntos cercanos, lo cual seria un trabajo vano.
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de banda estrechal40], para restringir los célculos computacionales necesarios, en puntos muy cercanos a
la interface y dejando a los demés puntos de la malla sobre el dominio D sin consideracién. Esta técnica
consiste en tomar cierta cantidad (llamada ancho de banda) de puntos de la malla cartesiana que se
encuentren alrededor de la interface en cada direccién de los ejes, tanto en el interior como en el exterior
de ésta (aunque podria ser en un sélo sentido), en donde se restringe el cdlculo de estructuras (como el
gradiente de la funcién implicita), el proceso de evolucién e incluso la reinicializacién a funcién distancia.

Al calcular estimaciones del gradiente y la curvatura media, se necesita aproximar de forma discreta
a las parciales de la funcién ¢. Para ello existen técnicas que utilizan los puntos de la malla cartesiana.

Entre las mas populares se encuentra el método de diferencias finitas.

Definicién 2.6.3 Sea ¢ : R?> — R una funcion escalar y (z,y;) elemento de la malla cartesiana
{ (zi,y;) 11 <i<r,1<j<s }. Las aprozimaciones de su derivada parcial sobre la direccion x, g—i,

por diferencias hacia adelante, diferencias hacia atrds y diferencias centrales son, respectivamente,

) »l
a(b ¢ ) (b -1,
(l.k;; l) ~ D; ) (xk? yl) (.Tk 1 yl) (234)
8(25 10) y — QP Tp—1,

Anélogamente se definen las aproximaciones para derivadas parciales sobre la direccién y. Las férmulas
(2.31) y (2.32) tienen precisién de primer orden'®, mientras que la tltima férmula tiene precisién de
segundo orden. Esta definicién es extensible a derivadas parciales en cada coordenada del espacio R”,
utilizando los puntos de mallas cartesianas de dimensién n.

Para estimar la curvatura en un punto, ademas de necesitar las aproximaciones de las parciales,
también es necesario discretizar las parciales dobles y mixtas. Una forma de hacerlo es utilizando una

combinacién de dos tipos de diferencias finitas, tal como:

2 _
%(m, y))~ DD, ¢ = Azit1 v 2¢((§;’)le) T ATi1,9) Y (2.36)

0%¢
0xdy

para puntos (zg,y;) de una malla cartesiana.

O(Trht1, Y1) — O(@rt1,Yi—1) — O(xk, Y1) + O(Tk, Yi—1)
AyAx

(T, 91) = DI Dy ¢ = , (2.37)

La funcién distancia con signo es suave casi donde sea, solo estd limitada por la forma de la interface

18E] orden es el exponente menor del paso Az de los términos no considerados de la serie de Taylor de ¢, sobre la variable

correspondiente, al despejar el término g—ﬁ(xk,xl). Por ejemplo, si

19}
Bl + Az, 1) = Blersa,m) = dlan, 20) + 20 (@, a)Az + O(A2)?),

donde O((Ax)?) son los términos no considerados, donde Az tiene exponente mayor o igual a dos, luego

gﬁ(m,yz) _ ¢(xk+1,yzi— d(xr, Y1) + 0(A).
X X

Como el menor exponente de Az en los términos de O(Az) es uno o mayor, por tanto, la aproximacién (2.29) es de orden

uno.
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0f). Los gradientes de la funcién son casi siempre de norma 1. Por tanto, el calculo de los gradientes y las
normales en puntos de la interface son mas faciles de calcular que con otras funciones implicitas. Estas
funciones no tienen tantas oscilaciones, es mas, son crecientes mientras los puntos alejan de la interface
en direcciéon normal hacia el exterior o decreciente si se alejan en direccién hacia el interior, por tanto
son una buena opcién para la representacién implicita de curvas y superficies. En el siguiente capitulo, se

describira un algoritmo que servird para encontrar funciones distancia con signo para una interface 0.



Capitulo 3

Renderizacion haptica

Recrear artificialmente la sensacién de tocar un objeto, ya sea que esta accion de tocar fuera real,
pero causada de manera indirecta por un dispositivo sensible a colisiones (como cuando se maneja una
herramienta a distancia para mover o cortar objetos) o ya sea que los objetos fueran simulados por
computadora, se le conoce como renderizacion héptica. Una definicién formal de este problema se puede
encontrar en el libro de M. A. Otaduy [6]. En este capitulo se describe las partes basicas en las cuales se
divide este problema.

La parte fisica méas importante, es el llamado dispositivo hdptico, el cual puede ser de diferentes disenos
y formas, pero uno de sus principales caracteristicas son los grados de libertad! (DOF, por las siglas de
Degree of Freedom), generalmente contando con 3 DOF y 6 DOF, lo que hay que tomar en cuenta en
la parte virtual. Para una mejor usabilidad y rendimiento del sistema se sugiere que la configuracion de
la herramienta virtual se parezca mucho a la del dispositivo haptico, por lo cual deben tener el mismo
ntmero de grados de libertad, y en la medida de lo posible mientras mas simple, mejor. Por ejemplo,
pensando en un ambiente tridimensional cuando una herramienta que consiste de un punto simple sélo
puede contar a lo méds de 3 DOF, teniendo la libertad de moverse en tres direcciones; en el caso de un
objeto tridimensional més complejo (rigido y sin articulaciones) puede tener 6 DOF, tres pardmetros para
la posicién y tres para su orientaciéon. También se debe hacer un acople del dispositivo haptico con la
herramienta virtual, tal que el movimiento de uno refleje el movimiento del otro, y una manera habitual
de hacerlo es acoplando el centro de masa de la herramienta con el movimiento del dispositivo.

Un algoritmo de renderizaciéon héptica puede ser visto como una impedancia mecdnica programable,
el sistema de control del dispositivo héptico proporciona posiciones que son utilizadas para implementar
un ciclo de control de fuerza, esto es en el caso en que los datos de entrada del sistema héptico midan
posicién para generar datos de salida de fuerza, que deben ser controlados para la estabilidad del sistema

fisico. Inversamente, si los datos de entrada son fuerzas y los de salida posiciones, un algoritmo de

1Los grados de libertad son el nimero minimo de velocidades generalizadas independientes necesarias para definir el

estado cinematico de un mecanismo o sistema mecénico.

40
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renderizacion héptica puede implementarse como una admitancia programable, en donde el control del
dispositivo proporciona fuerzas para implementar un ciclo de control de posicién. Como se tiene pensado
que a partir de las posiciones y movimientos introducidos por el usuario se obtenga una fuerza resultante,
en la aplicacién de un sistema héptico completo, el enfoque de impedancia es el que conviene. Aqui se
acaba de mencionar uno de los principales componentes de los algoritmos de renderizacién haptica, que
son los algoritmos de control, sin embargo su implementacion no es uno de los objetivos del trabajo por
lo que sélo se hard mencién de ellos como parte de la renderizacién héaptica.

Los tres principales componentes que tienen los algoritmos de renderizacién héptica son: el médulo
de deteccion de colisiones, donde un algoritmo se encarga de proporcionar informacién sobre el contacto
entre un objeto del ambiente y una herramienta virtual, el médulo de respuesta de colision, aqui se calcula
la fuerza que incide en la herramienta virtual, y finalmente el médulo de control, que envia una fuerza
hacia el dispositivo héptico, para retroalimentar al usuario, tratando de aproximar la fuerza calculada
en los algoritmos anteriores, y adaptandola a la mejor opcién dentro de las capacidades del dispositivo
héptico y paraevitar inestabilidades como vibraciones o cambios muy bruscos de fuerzas. En este trabajo,
la idea de introducir la renderizaciéon héptica es con el objetivo de encontrar alguna manera de poder
adaptar la representacion de funcion distancia con signo para llevar a cabo la deteccién de colisién de un
objeto representado de forma explicita en un ambiente representado de forma implicita,y ademas modelar
las fuerzas de contacto al haber una colisién entre dicho objeto explicito con los objetos del ambiente. Se

presentaran los algoritmos necesarios que seran utilizados para llevar a cabo la renderizacion héptica.

3.1. Deteccidon de colisiones

Este modulo ademés de ser parte de la renderizacién héptica, también es importante en los sistemas
de escultura virtual, pues detecta el momento en que la herramienta ha tenido contacto con el objeto a
modelar, y luego se lleva a cabo la deformacion local y el calculo de la fuerza de contacto. La colision
entre una herramienta virtual y los objetos del ambiente resulta mas facil cuando alguno de los dos tiene
una representacion implicita. Es més sencillo identificar una colisién definiendo el interior y el exterior
de al menos uno de ellos. Debido a que es dificil encontrar el momento exacto del primer contacto entre
dos cuerpos, es més probable que se determine cuando ya haya ocurrido una penetracién entre ambos.
;De qué manera?

Se supone que se tiene una herramienta, la cual es definida explicitamente, discretizada con un cierto
nimero de puntos, y se mueve dentro del ambiente virtual, que es el dominio de una funcién implicita ¢,
que estd discretizada con una malla cartesiana uniforme. Esta funcion representa implicitamente a una
interface con su conjunto de nivel cero. Para los puntos de la herramienta X; que conforman la discre-
tizacién de la herramienta, se pueden aproximar los valores de la funcién implicita correspondientes a

cada uno de ellos, a través de una interpolacion, utilizando para ello los valores de los puntos de la celda



42 CAPITULO 3. RENDERIZACION HAPTICA

de malla en que se encuentran. Para el caso bidimensional, mostrado en la Figura 3.1, una estimacién
por interpolacién bilineal (para el caso tridimensional serfa una interpolacién trilineal) se encontraria,
buscando el valor de la funcién distancia de dos puntos intermedios en cada celda, q; y qo, situados en las
caras horizontales pero con la misma abscisa que el punto X en cuestién (aunque nada impide también

hallar los puntos correspondientes en las caras verticales con la misma ordenada que Xy).

[ /.. -I Xijb1 go  Xitl bt

\f:
[\
:

1
|

— |

Figura 3.1: Deteccién de colisién. La region que ocupa la herramienta es denotada por I', su frontera es
la curva de color rojo y los puntos discretizados de la herramientas son las cruces color amarillo. Por otro
lado, las curvas verdes son los conjuntos de nivel correspondientes a valores no nulos de la funcién ¢ que

representa el material deformable.

Si q; tiene como vecinos de malla a x; ; = (x;, ;) ¥ & Xiy1,; = (Tit1,Y;), ¥ Q2 tiene como vecinos a

X 41 = (@i, yjH) Y a Xy j+1 = (Tit1, yj+1), entonces sus valores estarian calculados por

Tip1 — g Ty — x4
~ —0(X;.4) F ——m—mmo(X; :
¢(Q1) Tit1 — T ¢( z,J) Tit1 — ¢( z+1,J)
y
Tiy1 — Tk T — T4
~ T R G ) + — (X1
o(a2) P—— P(Xi,541) Pp—— D(Xit1,5+1),

tal que X = (&, Jr). De aqui se encuentra el valor de ¢(Xy),
. Yi+1 — Uk Uk — Yj
p(xp) = T——=0¢(q1) + ——¢(q2),
Yj+1 — Yj Yji+1 — Yj
esto es,

P(Xk) ~ i = xi)l(yjﬂ =) (P(xij)(@it1 — Tr)(Yj+1 — Gr) + S(Xit1,5) (Bk — ) (Y41 — Tr) + ...

et (i 1) (@i — k) Ik — Y5) + ¢(XKit1,5+1) @k — 20) (T — Y5))- (3.1)
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Luego que se hayan encontrado dichos valores, pueden ser analizados; si al menos, uno tiene un valor
negativo o nulo, entonces hubo una colisién, si de lo contrario, todos fueron positivos, no ha ocurrido
ningin contacto y la herramienta puede seguir su curso, haciendo el procedimiento anterior durante todo
su trayecto hasta que sea detectada una colision.

Algunos problemas pueden surgir, como cuando la herramienta traspasa los objetos del ambiente sin
siquiera haberse detectado las correspondientes colisiones, ya sea que pase demasiado rapido a través de
ellos, que no haya detectado partes delgadas de éstos, que la interface haya quedado contenida dentro de
la herramienta (esto puede ocurrir si la herramienta es més grande que el objeto y que sélo su frontera es
discreizada para anélisis de deteccién) o que pase por alguna punta. Para tratar de solventar este problema
existen los llamados algoritmos de deteccion continua, en la referencia [7] puede encontrarse una buena
explicacién de este tipo de algoritmos. En el caso en que la herramienta que se considera sélo tenga la
posibilidad de trasladarse de un lugar a otro, sin rotaciones, puede considerarse algo relativamente sencillo
(aunque aumente algo el costo computacional) para no pasar por alto algunas colisiones: determinar
segmentos de rectas entre la posicién inicial y la posicion final de los movimiento de traslacién de cada
punto de la herramienta. Al discretizar estas lineas, se aproximan los valores de la funcién implicita de
cada uno de sus puntos de la misma manera que se hace con los de la herramienta, y se proceden a
analizar para saber si en las posiciones intermedias pudo haberse dado alguna colisién. Al confirmarse la
colision, los puntos de la herramienta podrian posicionarse de tal manera que retrocedan en la posicién

a la que debieron haber estado en el momento del primer contacto.

3.2. Respuesta de colision

En este médulo, se calculan las fuerzas que inciden en la herramienta virtual. Los dos tipos de per-
cepcién haptica que se tratan de emular en los algoritmos de renderizacién haptica es la percepcion téactil
y la kinética, ya sea a parte o combinadas. Las fuerzas del primer tipo pueden ser calculadas por medio
de adaptaciones de leyes fisicas como la ley de coulomb[8]. Pero aqui solamente se toman en cuenta las
fuerzas generadas al hacer presion sobre un objeto. La forma de hacerlo es calcular las fuerzas normales a
la superficie del objeto deformable que ejercen sobre la herramienta con el contacto. Para esto, cuando se
detecta una colisién y se determinan los puntos (discretos) X, de la herramienta que estdn en el interior
de la interface, en cada uno de ellos se encuentra la fuerza Fjy que ejerce sobre cada uno.

Para encontrar la direccién de cada Fy, se encuentra el gradiente de la funcién implicita por medio de
la interpolacién de los gradientes que conforman la celda en donde se encuentra el punto X (ver Figura
3.2), lo cual se justifica debido al inciso 5 de la Proposicién 2.5.10, los gradientes de la funcién distancia
con signo en estos puntos vecinos, tienen la misma direccién que la normal de puntos muy cercanos a la
interface, cuando dichas estructuras existen; ademas los gradientes son unitarios y existen en casi todas

partes. Se puede utilizar un procedimiento similar al de hallar el valor de funcién distancia de un punto
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de la herramienta interpolando linealmente los valores de los puntos de la celda en donde se encuentra
contenido. En el caso bidimensional, el gradiente de la funcién implicita en un punto X5 de la herramienta

es

< ~ 1 P . —_ e . —_ 7 X . T —_ . . —_ 97
Vo(xy) = (Tir1 — -Ti)(ijrl — yj) (Vﬁb(xw)(xﬂ-l $k)(yj+1 Ur) + Vo( z+173)(xk xZ)(yJ-f-l Ur) + ..

oo+ VO 1) (@it1 — Tk) (G — y5) + VO(Xit1,4+1) @k — 20) (T — Y5))- (3.2)

Similarmente se procede para tres dimensiones.

También se debe calcular la magnitud de las fuerzas que inciden en cada punto de la herramienta
dentro del objeto. Los métodos més populares para hallar la magnitud de la fuerza utilizan la ley de
Hooke, calculando la distancia de penetraciéon de la herramienta dentro del objeto del ambiente, medido
en direccién normal a la interface, esto es, el valor de la funcién distancia de los puntos de la herramienta

que penetraron al objeto. Entonces la fuerza en X;, queda como
F = k(%) Vo(Xk) (3.3)

donde & es la constante de rigidez o elasticidad, dependiendo de que tan eldstico o rigido sea el material
del objeto con el que se esta teniendo colisién. A partir de estas fuerzas normales se calcula la direccion y
la magnitud de la fuerza que experimentara el centro de masas de la herramienta y la cual se tratara de
reproducir para la retroalimentacion del usuario por parte del dispositivo fisico. Si m es el ntimero de
elementos X de la herramienta que intersectan o estan en el interior de la interface, como F, es la fuerza

generada en cada uno de esos puntos, entonces la fuerza total puede ser definida como

F = zm: F,. (3.4)
k=1
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Figura 3.2: Respuesta de colision. La figura es andloga a la anterior, excepto que en cada punto discretizado
de la herramienta se ha dibujado la fuerza que incide sobre él, hay que aclarar que el nimero x en este
caso se ha escogido como 1. En el recuadro se puede observar los gradientes de la funcién ¢ de los vecinos
de malla del punto Xj), asi como el suyo mismo. La fuerza F es la resultante que incide sobre el centro

de masas de la herramienta.

Sin embargo, como la igualdad (5.3) asi tal cual puede generar fuerzas muy grandes, pudiendo ge-
nerar inestabilidades, puede utilizar el promedio de las fuerzas. Si n es el numero total de puntos de la

herramienta dentro o en la superficie de un objeto del ambiente virtual, entonces

F = lZF,C. (3.5)

se utiliza para hallar la fuerza. Otra posible fuente de inestabilidad es utilizar valores de x muy altos,
pero para los propdésitos de la tesis, ya que se quiere que el material del objeto sea deformable, la rigidez

x no debe ser demasiado grande.

3.3. Implementacion de la renderizacion haptica

Mientras que la herramienta no colisione con ningin objeto del ambiente es libre de moverse en
cualquier direccién. En todo momento de su recorrido en el espacio, han de analizarse sus puntos, hasta
detectar la colision, es decir, el médulo de deteccion de colision siempre esté presente, y luego se calculan
las fuerzas en respuesta a la colisién como previamente se ha mostrado, para luego ser enviado al usuario
como una retroalimentacién de fuerza.

Esto ha sido la descripcién de los componentes de los componentes de deteccién de colisién y de
calculo de fuerzas de contacto de la renderizacién haptica, con la ayuda de una representacién implicita

de funcién distancia con signo, que son utilizados en este trabajo. En el siguiente capitulo se empezara a
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Algoritmo 1 Renderizacion héptica

Entrada: Los valores de funciéon ¢ que representa al material deformable, los puntos Py de la represen-
tacién explicita de la herramienta virtual. OBSERVACION: Se supone que la herramienta se mueve
libremente en un espacio bidimensional o tridimensional.

Salida: La fuerza resultante F y el nimero de puntos de colisién, colision.

1: Se inicializa el nimero de puntos de colisién, colision, a cero.

2: mientras que colision=0 hacer

3: para i =1:n, donde n es el nimero de puntos de la herramienta. hacer

4: Se encuentra el valor de ¢ del punto de la herramienta Py correspondiente, por medio de la

interpolaién (3.1).

5: si el valor ¢ del punto de Py de la herramienta es no positivo entonces
6: Aumenta el valor de colision en 1.

7 fin si

8: fin para

9: fin mientras

10: si colision# 0 entonces

11:  Se encuentran los gradientes de ¢ en cada punto de la herramienta con valores de ¢ no positivos
con (3. 2).

12:  Se encuentra el valor de la fuerza en cada uno de los puntos de la herramienta en colisién utilizando
el gradiente de cada uno de esos puntos y los valores de ¢ correspondientes encontrados en el paso
3, aplicando la ecuacién (3.3).

13: Con (3.4) 6 (3.5) se calcula la fuerza resultante.

14: si no

15 F=0

16: fin si

17: devolver la fuerza resultante F.
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abordar los temas de la deformacién de la interface, en donde también se aprovechara la representacion
implicita de funcién distancia y por udltimo se integrard la parte de cédlculo de fuerzas a la parte de

deformacién.



Capitulo 4

Métodos de conjuntos de nivel

Ya se determiné la forma de representacion de las superficies que definiran a los objetos, particularmente
los cuerpos deformables se representaran a través de una funciéon implicita, idealmente que sea lo mas
suave posible para aprovechar estructuras como el gradiente. Una buena opcién es la funcién distancia con
signo, en este capitulo se vislumbrara como este tipo de funciones puede ayudar a simplificar o mejorar el
movimiento de la interface. Recordar que se desea recrear la deformacién de un objeto maleable cuando
otro hace presién sobre él, moviendo parte del material hacia su interior y de algin modo evitar la
variacion del volumen total del cuerpo, para esto se requerird el movimiento o evolucién de su frontera
(una curva o superficie). Con este objetivo se presenta una herramienta muy importante la cual aprovecha

la representacién implicita de la interface que define al objeto deformable.

4.1. Ecuacién de conjunto de nivel

Suponga que se tiene un cuerpo (en dos o tres dimensiones) (2, cuyo interior, exterior y su frontera son,
respectivamente, Q~, Q7 y 9Q Como se supone que este tiltimo conjunto esté representado implicitamen-
te, entonces también se debe considerar una funcién ¢, cuyo conjunto de nivel cero sea dicha superficie

(0Q = {x € R?: ¢(x) = 0}).
Sea x € R3. Este punto con el correr del tiempo describe una recorrido, y suponga que la funcién de
esta trayectoria tiene primera derivada con respecto al tiempo:
p(x,-) : [0,00) — R?

t = p(x,t) = (x(t), y(1), (1)), (4.1)

tal que p(x,0) = (2(0),y(0),2(0)) = x. Como en cada tiempo t los valores de la funcién implicita deben

cambiar, entonces para derivar la férmula de movimiento de los conjuntos de nivel de ¢ se necesita

48
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encontrar una funcién que dependa del espacio R? y del tiempo ¢. Esta funcién es la que describird el

comportamiento o movimiento de la grafica de ¢.
®:R*x [0,00) — R

(#,1) = @(p(x,1), 1), (4.2)
tal que ®(x,0) = ¢(x) para cualquier x. Sin embargo, el punto x debe permanecer en el mismo conjunto de
nivel en toda su trayectoria, esto es, el valor de ® en la trayectoria de x es constante, ®(p(x,t),t) = ¢(x).
De aqui, al derivar con respecto al tiempo y haciendo uso de la regla de la cadena se tiene la siguiente
expresion

dd dx dy dz
— = ®, P P, P P - P, = 4.
o) = (2.5 10, 0.0 ) vo — VeV a0, (1.3

con'V = (‘é—f, %, %) y, denotando la parte espacial del gradiente de ® como V®(p(x,t),t) = Vo(p(x,t))
tal que V®(p(x,0),0) = V¢(x); en adelante, sin riesgo de confusién se denotard a V®(p(x,t),t) por
Vo(x) y a ® por ¢. A esta ecuacién diferencial se le conoce como la ecuacién de conjunto de nivel, pero
hay que tener en cuenta que el campo de vectores V debe ser conocido, en primera instancia, para todo
punto en el dominio de la funcién implicita. Aunque en este caso se esté trabajando sobre el espacio R?,

el argumento puede ser extendido a espacios de un niimero cualquiera de dimensiones.

san

J U f>< CJ:J

Figura 4.1: En la parte superior se muestra la grifica de ¢, cortada por el plano z = 0. Abajo se se muestra

el conjunto de nivel cero y su interior. Las flechas indican la direccién de movimiento de la interface.

4.2. Campos de velocidades

El campo vectorial de velocidades V indica la velocidad con la que se moveran los puntos del dominio
de la funcién implicita ¢ en un tiempo determinado. Este campo entonces puede ser visto como una
funcién que depende de puntos del espacio (bidimensional o tridimensional) y del tiempo, con valores en
el espacio ambiente V = V(p(x,t),t). A pesar de que dicha funcién estd definida en todo el dominio la
velocidad que determina la evolucién de la interface es precisamente la velocidad dada a cada uno de sus
puntos, la definida para puntos fuera de la interface realmente no tienen ningun significado para ella, por
lo que dada V a lo largo del conjunto de nivel cero, una estrategia razonable para definir la velocidad en

los puntos fuera de ella es que sea constante, aunque alternativamente se podria definir la velocidad en
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un punto x ¢ 9 como la velocidad que tiene el punto mds cercano x¢ de la interface , V(x) = V(x¢).
De hecho, para efectos numéricos seria recomendable que puntos alrededor de la interface sean definidas
de esta iltima forma.

La velocidad puede estar determinada por una regla fisica o puede depender directamente de la
forma geométrica de la interface (denominados campos de velocidades autogenerados o intrinsecamente
generados). En este trabajo es de interés el segundo caso para modelar la deformacién del objeto virtual.
Las velocidades intrinsecamente generadas presentan la forma V(x) = bV®(x)/||V®||, donde b es un

escalar y puede ir variando en todo el dominio. La ecuacién (4.3) se convierte en
Vo -V + o= 0Ve- V)|Vl + ¢ = bV + b = 0. (4.4)

Con este campo de velocidades los puntos de la interface se mueven en direccién normal con respecto
a la misma interface, por esto se dice que dependen de la forma que tiene ésta, y un aspecto a destacar
es que cuando b es constante se cumple que la velocidad de cualquier punto coincide con la velocidad
del punto més cercano a la interface; aqui cabe hacer notar que cuando b > 0, la interface se mueve en
direccién hacia su exterior, si b = 0, permanece estatica (¢; = 0), mientras que con b < 0, se dirige hacia
su interior, contrayéndose. Un caso particular de (4.4) y que es muy utilizado entre las aplicaciones de
los métodos de conjuntos de nivel, es cuando b = —ak, donde a es constante y x es la curvatura media,
en cuyo caso mientras mas grande sea el valor absoluto de la curvatura los puntos se moveran a mayor
velocidad. Si la funcién ¢ es todo el tiempo una funcién distancia con signo (o muy cercano de serlo)
entonces la ecuacién (4.4) se simplificaria atin més: ¢; = —b, o en su caso ¢, = —ak; lo que motiva
aun mas el uso de este tipo de funciones. Para saber més sobre aplicaciones o estudios donde se utilizan

campos de velocidades que dependen de la curvatura media puede verse en las referencias [40, 49].

4.3. Discretizacion de la ecuacion de conjunto de nivel

Suponga que tanto ¢ como V cuyos valores se conocen en una malla cartesiana de un dominio
rectangular (o al menos en una banda estrecha alrededor de la interface). Al tiempo actual (pudiendo no
ser el tiempo inicial) y se escribe como t", y el valor de la funcién implicita ¢ en ese tiempo se le denota
@™. Actualizar ¢ significa hallar su valor en un tiempo t"*! = " + At, denotado como ¢(t"*1).

Para cualquier versién de la ecuacién(4.3) las parciales espaciales y temporales pueden tomarse por
separado. Para la derivada parcial con respecto al tiempo puede utilizarse el método de Fuler hacia

adelante, primer orden de precision con respecto al tiempo,

¢7’L+1 AN

,J ] _ n n

donde V7', y V@i, representan los valores actuales del campo de velocidades y del gradiente de ¢ en

el punto x; ; = (x;,y;), respectivamente. Esta es una de las formas mds sencillas de discretizar la parte

temporal de una ecuacién diferencial parcial, pero también pueden utilizarse otros métodos, ya sea de
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una manera implicita como el método FEuler hacia atrds, o para aumentar el grado de precisién de la
discretizacion, con los métodos de TVD Runge-Kutta desarrollados por Shu y Osher en [50].
Pasando a la discretizacién de las parciales espaciales hay que tener en cuenta la direccién hacia la

cual se mueve la informacién. Al expandir la ecuacién (4.5), queda como

ot — gn
2,] ] n n n n
At _ui,j(¢w)i,j - Ui,j(¢y)i,j7 (4.6)

tal que V7', = (u};,v}";). Atendiendo al método de las caracteristicas, para discretizar uf';(¢z)i,;, se debe
analizar el signo de u;’;. Si u;'; > 0, entonces la informacién va de izquierda a derecha en R2, por lo que
hay que fijarse de los valores de ¢ a la izquierda de x; ;, que influirdn en su valor en el siguiente tiempo, por
lo que la mejor opcioén seria utilizar D ¢ para discretizar (qﬁm)f ;» ya que se cuenta con dicha informacion,
lo cual no cuenta D} ¢; en caso de que ui; < 0, entonces la informacién va en direccién contraria y por
tanto la opcién a utilizar serfa D} ¢; por ultimo, cuando u; ; = 0, el término correspondiente a (b2)7;
desaparece, por lo que no es necesario utilizar una férmula numérica. Analogamente, se tiene que hacer
el mismo procedimiento para las otras coordenadas espaciales. Este método es denominado contraviento
(upwinding, en inglés), y es una discretizacién de primer orden de la parte espacial, ya que para todas las
coordenadas tanto D~ ¢ como DV ¢ son aproximaciones de primer orden para la derivada parcial. Hay
que aclarar que en este caso se supone que V', no la conforma o no depende de derivadas parciales de ¢
de orden mayor o igual a dos, como lo hace la velocidad compuesta por la curvatura media. Para este
caso se utilizan otros métodos correspondientes para la solucién de ecuaciones parciales hiperbdlicas[10].

La estabilidad es una propiedad que garantiza que los errores pequenos en la aproximacién no sean
amplificados mientras la solucién evoluciona en el tiempo. Una condicién para ser satisfecha es la condicion
de Courant-Friedreichs-Lewy (la condicién CFL, como normalmente se conoce). Lo que afirma es que, una
onda numérica se propaga al menos tan rapido como las ondas fisicas. Por ejemplo, para el caso de una
dimensién la velocidad de onda numérica Az/At debe ser al menos tan réapido como la velocidad de onda
fisica |u}';| para todos los puntos de la red cartesiana, es decir, Ax/At > mazv; n{|uf|}. Esto lleva al
nimero de CFL, a = At(mazv; o {|uf'|/Az}) para el caso de una dimensién, a = At(mazv; jn{|uf ;|/Av+
lui;|/Ay}) para dos dimensiones y andlogamente para tres, aunque otro nimero de condicién utilizado
es o = maz{||V||}/min{Az, Ay, Az}. Como afirma la condicién de CFL, se debe cumplir con a € (0,1).

Ahora bien, si se desea utilizar algo més de precisiéon numérica en la discretizacién parcial, entonces en
lugar de utilizar el método de contraviento, se puede tomar la férmula de diferencias centrales con el que
da una discretizacién de segundo orden de precisién. Sin embargo, con el método de Euler hacia adelante
no es estable con las condiciones usuales de CFL con At ~ Az, pero segun [49] se puede alcanzar con

una condicién de CFL maés restrictiva, tal que At ~ (Ax)?.
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4.4. Reinicializacion

Durante la evolucién de la interface, con el transcurrir del tiempo, la funcién distancia con signo
inicial que la representa generalmente va peridendo su estructura; ya sea por la misma definicion del
vector velocidad V o por la acumulacién de errores de redondeo de la discretizacion del movimiento de
la interface. La uniformidad de los conjuntos de nivel de este tipo de funciones, sobre todo, alrededor y
a lo largo de la interface, hace mas precisa la soluciéon numérica de la ecuaciéon de movimiento, pero la
aparicién de fenémenos como el apilamiento de conjuntos de nivel asi como la gran separacién de estos en
lugares muy cercanos al nivel cero, puede causar eventualmente imprecisiones atin mayores, que vuelva
inestable al movimiento de la interface.

Con el fin de conservar la estructura de conjuntos de nivel de la funcién distancia con signo se ha
creado un concepto denominado reinicializacion, introducido por Chopp en [51]. La reinicializacién con-
siste en aplicar periédicamente un método de construccién de funciones distancia en el transcurso de la
evolucién de la interface. Hay que tener en cuenta que la precision y la frecuencia de las técnicas de reini-
cializacién aumenta el tiempo de célculo de resolucién de movimiento, por lo que seria muy conveniente
aplicar ambos procesos (reinicializacién y evolucién de movimiento) a regiones muy cercanas a la inerface
sobre todo si lo que tnico que interesa es el conjunto de nivel cero; los problemas que se puedan tener
lejos de este conjunto no afectaria en los resultados.

Uno de los métodos mas utilizados de reinicializacién aprovecha una de las propiedades mas impor-
tantes de la funcién distancia con signo, la de tener un gradiente unitario casi donde sea, ||V¢|| = 1.
La idea consiste en que si una funcién deja de cambiar o evolucionar en el tiempo implica que ¢ = 0

(derivada parcial en tiempo), entonces resolviendo la ecuacién diferencial
o+ |Vl =1, (4.7)

se podra construir una funcién distancia con signo con esa caracteristica que serd la funcién distancia
con signo. Cuando la parcial en el tiempo se anula se le conoce como un estado estable. La ecuacion
(4.7) mueve a la interface en direccién norma as{ misma, la infomacién fluye de los valores més pequefios
de ¢ a los mayores, por lo cual el valor de la funcién distancia de los ultimos depende de los primeros.
Esta ecuacién no es utilizada frecuentemente para la reinicializacién, ya que los valores negativos de la
funcién que se reinicializa pueden influir y modificar el conjunto de nivel cero, es decir puede cambiar la
interface. Una forma de resolver este problema es dividir al espacio en dos, en el interior y el exterior
de la interface, como se ha visto antes. Luego se calculan los valores de la funcién distancia con signo
a los puntos adyacentes a la interface directamente, mano a mano o con una técnica especializada para
ello. Estos puntos adyacentes funcionan como condiciones de frontera, para funciones diferenciales que
se aplicaran a cada una de las regiones por separado. Por ejemplo, para la parte exterior, se utiliza la
ecuacién (4.7), utilizando los valores de los puntos adyacentes en el exterior se procede a encontrar las

imégenes de la funcién distancia con signo (en este caso los valores son positivos), yendo hacia fuera de
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la interface, sin afectar el conjunto de nivel cero. Para el interior se procede de manera similar, pero

solucionando la ecuacién (4.8).

¢ — ||Vl = —1. (4.8)

Sussman, Smereka y Osher, introdujeron en [57] una ecuacién que introducia, tanto la ecuacién (4.7)

como la (4.8) e una sola. Esta ecuacién es conocida como ecuacién de reinicializacion:

¢+ 5(do)([[Vell = 1) = 0. (4.9)

S(¢p) es una funcién signo cuya imagen es 1 en el exterior, -1 en el interior y cero en la interface, que
inicialmente se representa por una funcién inicial ¢g. Esta funcién distancia tiene algunas variantes, entre
ellas se encuentra la funcién (4.10) sugerida en [57], como una forma suave numéricamente

do
9 + (Ax)?

S(¢o) =

(4.10)

Figura 4.2: Puntos adyacentes.

En este trabajo se utiliza la funcién de matlab reinit_SD, que calcula la funcién distancia con signo
de una funcién utilizando precisamente la ecuacién de reinicializacién con funcién signo (4.10). Esto
servird para llevar a cabo algunos experimentos en la parte de deformaciéon y saber qué tan conveniente
puede ser su implementacion en los algoritmos.

Ahora, en el siguiente capitulo se expondra un modelo de deformacién, que derivard en una expresiéon

de conjuntos de nivel que hard mover a una interface, conservando el volumen de su interior.



Capitulo 5

Modelo de deformacion local con

volumen constante

Como se dijo desde el principio de la tesis, uno de los objetivos de ella es encontrar un modo de
deformar localmente la interface, tal que el volumen o el area de su interior, segun sea el caso, no cambie.
Cuando se habla de deformacién local, se supone que el cuerpo de la herramienta tiene contacto con el
material deformable, moviéndose hacia su interior como si estuviera haciendo presién sobre él; al final,
este material adquiriria la forma de la parte de la herramienta que penetra en él. Se supone que el material
desalojado de esa regién ocuparia otro espacio, y el volumen/drea se mantendria constante.

Sea 0f) la interface que define el objeto deformable, representada implicitamente por una funcién
inicial ¢g, que estard dada por una funcién distancia con signo. Suponga que la herramienta define
una regién (conjunto de puntos) denotada como I'. Esta se trasladard conforme lo haga la herramienta.
Cuando haya un contacto con el material que se moldea, se espera que ambos objetos compartan una
regién espacial, esto es, parte del cuerpo de uno debe estar contenido en una parte del otro. Entonces,
en el momento de la colisién, los valores de los puntos contenidos dentro de la zona de influencia de la
herramienta, seran modificados de acuerdo a un campo de velocidades V. Esta velocidad se define en
direccién normal a la interface, con orientacién hacia el interior del cuerpo deformable y con un médulo
igual al de la velocidad v de la herramienta en el momento de colisién, entonces Vg = v%.

El movimiento de la interface se llevara a cabo de acuerdo a la siguiente ecuacién diferencial,
¢+ (Vi - Vo)xr = ¢ + v||Vo||xr = ¢ + vxr = 0. (5.1)

donde xr es la funcién indicadora correspondiente a la regiéon I'. Aunque se esté trabajando con una
funcién distancia con signo, se podria emplear el médulo de ||Vé|| directamente, sin sustituirlo por la
unidad, ya que esta estructura no siempre se conserva con la evolucién de la interface, pero también
estd la opcién de la reinicializacién, que es ttil. Como alternativa a la ecuacién diferencial (5.1), estd la

operacion de diferencia mencionada en la Proposicién 2.5.20. Sin embargo, en este caso también debe
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considerarse la representacién implicita de la herramienta.

Pues bien, debido a que la interface se mueve en direccién a su interior, su volumen o area interior
disminuye. Entonces, se pretende recompensar esta pérdida moviendo el resto de la interface, la parte
que queda fuera de la influencia de la herramienta. Una idea es hacerlo en direccién normal asi misma

(en direccién hacia el exterior) hasta recuperar su volumen (ver Figura 5.1).

Figura 5.1: Deformacion local con conservacion de érea.

Se define una funcional Vol : C(R™,R) — R para calcular el volumen/4rea interior de la interface

representada por una funcién implicita ¢, haciendo uso de (2.13)

Vol(9) = [ (1 H(¢)ax

Rn
conn =2,3.

Teniendo la forma de calcular el volumen/drea interior de una interface, ahora falta hacer que dicho
volumen se conserve durante una deformacién (mientras no se separen y ni agreguen partes de material).

Una manera es considerar aquella funcién ¢ que minimice la siguiente funcional:
1 2
7(8) = 5 (Volre(6) — ), (52)

donde ¢ = Vol(¢g) y Volre(¢) = [ (1 — H(¢))xredx. La razén de agregar la funcién caracteristica xr,
es para asegurar que el volumen den la nueva funcién sea tomado fuera de la influencia de la herramienta
(fuera del conjunto T).

Con el fin de encontrar tal funcién ¢, se lleva a cabo el procedimiento estandar para funcionales, segiin
la teoria de calculo de variaciones, equivalente al utilizado para encontrar el valor minimo de funciones
reales, puede consultarse [54]. Esto es, se calcula lo que se conoce como primera variacién, una condicién
necesaria que cumplen los minimos de una funcional,

d
2T (6 +ep) - 0, (5.3)
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la cual es suficiente que se cumpla para toda ¢ € C°(R™,R).

De modo que

d
de % /(1_H(¢+5@))XFCdX—c = ..

n

e=0

.= /(1—H(¢+eso))><rcdx—c %/(1—H(¢+e¢))xpndx = ...

n R™ e=0
. = (Volre(¢p + €p) — ¢) /(fH/((,b +ep))xrepdx| = — (Volpe(¢) — c)/H’(gb)chgadx = ..
R =0 R”
o= [(Volra(9) = O (O)xr-p)dx = 0 (5.4
En

para toda ¢ € C°(R",R). Cabe aclarar que la justificacién de derivar la funcién de Heaviside H en el
procedimiento anterior es debido a que se estd tomando en realidad como una distribucién en lugar de
una funcién en si misma, por lo que es derivable en cero y su derivada es conocida como funcién delta'

(0(4))-

Por tanto, segun el Teorema fundamental del cdlculo variacional[49],

~(Volr() — ¢)3(é)xr- = 0. (5.5)

Entonces, se introduce una variable de tiempo artificial ¢ como ¢(x,t)), para aplicar un método de
optimizacién numérica como es el gradiente descendente, tal que el valor inicial de ¢ es ¢(x,0) = ¢o(x),

queda como
" — ¢ = —At(Volre(¢) — ¢)5(¢)xre, (5.6)
donde At es el paso de tiempo y ¢" = ¢(x,t,), como se mostré en el capitulo anterior. Si la parte
derecha de esta esta ecuacién converge a cero, entonces se alcanza la funcién ¢ que minimiza (5.2), es
decir permite que el volumen/4rea del objeto deformable no varie.
Para la implementacién de (5.6), se utiliza una aproximacién numerica de la funcién ¢ diferenciable

en todo el dominio (ver Figura 5.2)

0, st ¢ < —€,
dc(¢) = ++ %ﬁcos(”—f), si —e< P <€ (5.7)
0, St ¢ > €.

el valor de € puede escogerse segin convenga y puede variar, aunque un valor minimo recomendado es
1.5Ax [49], esto es, debe ser mds grande que el tamano de paso de la malla uniforme utilizada en la

implementacion, con el fin de afectar a los conjuntos de nivel de la funciéon ¢ mas cercanos a la interface.

1En la teorfa de distribuciones, la derivada de la funcién de Heaviside H, Hl7 es la funcién delta, §, definida en todo los
numeros reales tal como 6(z) = 0, si z # 0, y que cumple fR d(xz) = 1, por lo que su valor en cero se podria definir como

infinito. Puede consultar [55] para mds informacién sobre la funcién § y la teoria de distribuciones.
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Figura 5.2: §.(x), aproximacién derivable de la funcién delta original, §(x).

Al considerar otros conjuntos de nivel ademés del correspondiente a la interface, y si tomamos en
cuenta que utilizar la funcién distancia con signo para su representacién, la norma de ||[V¢|| = 1 aparece
implicitamente en (5.6), lo que hace que esta ecuacién sea la semidiscretizacién (discreta en la variable
temporal, pero continua en las variables espaciales) de una ecuacién de movimiento como se vi6 en el
capitulo anterior, propiciando el desplazamiento de la interface al hacer evolucionar los conjuntos de nivel
que se encuentran alrededor de ella. Se pueden considerar todos y no solamente los conjuntos que estan
cercanos al conjunto de nivel cero, que es como lo delimita la funcién §, al eliminar esta funcién. Con

esto se tendria
¢t = ¢" — At(Volre (¢) — ¢)|[V| I xre, (5.8)

que como puede observarse, es la discretizacién explicita en tiempo de la ecuacién de movimiento

¢ = (Volre(¢) — o)V |xre. (5.9)

Las condiciones de frontera para el modelo no salen de forma natural del procedimiento variacional
llevado a cabo en (5.4), por lo que se decidié utilizar artificialmente una condicién de frontera conocida
como adiabdtica. En fisica, el significado de un proceso adiabdtico en un sistema, es que dicho sistema (ya
sea un cable o, en este caso, el dominio D) estd aislado y no hay un flujo de energfa, calor o materia su
frontera al exterior. Matematicamente hablando esto queda establecido por g—i = 0, donde n =(ng, ng)
es el vector normal a la frontera del dominio D, pero como existe V¢ en esos puntos, entonces

_9_

Vé:-n On

0, (5.10)
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pero ya que el dominio D es un rectangulo cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados, sus normales
también seran paralelos a los ejes coordenados, por lo que una de sus coordenadas sera cero y la otra no,
entonces la relacion %nl + %’ng generada por la ecuacién (5.10) hace que las parciales de = del gradiente
correspondientes a los lados verticales de D se anulen, mientras que en los lados horizontales se anulan
las parciales con respecto a y. Las integrales de volumen/superficie son discretizadas puntulamente

Habiendo establecido todo lo anterior, lo siguiente es la implementacién de la deformacién local y el
movimiento de compensacién de volumen, suponiendo que ya ha colisionado una herramienta virtual con
un material deformable, y la parte de la herramienta que queda dentro del material deformable empieza
a ejercer su influencia a través de la ecuacién (5.1) con un médulo de velocidad v igual al médulo de la
velocidad de la herramienta, mientras que en el resto de la frontera del material se expande en direccién
normal a su frontera, todo esto queda plasmado en el Algoritmo 2.

Sélo resta presentar los experimentos llevados a cabo para probar el modelo y la renderizacion haptica,

que es en lo que consistira el ultimo capitulo.
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Algoritmo 2 Deformacién local y compensacién de volumen

Entrada: Los valores de funcién ¢ que representa al material deformable y los puntos Py de la repre-
sentacion explicita de la herramienta virtual y su velocidad v. ONBSERVACION: Se supone que la
herramienta y el material deformable estdn en colision.

Salida: Los valores de la representacion implicita de la nueva interface.

1: Se calcula el volumen inicial de ¢, ¢ = Vol(¢).

2: Se detectan los puntos de la malla que estan dentro de la zona de influencia I' de la herramienta
virtual.

3: Se haya el volumen Volr:(¢) del objeto deformable que se encuentra fuera de la zona de influencia
de la herramienta y también se encuentra la diferencia dif = Volr:(¢) — c.

4: Se calcula el gradiente V¢, tomando condiciones de frontera adiabaticas.

5: Se llama a la funcién de renderizaciéon haptica para utilizar la seccién de colisién, que da como
resultado un valor a la variable colision.

6: mientras (colision # 0)||(dif # 0) hacer

7. si colision # 0 entonces

8: Se aplica la ecuacién (5.1) utilizando la norma del gradiente V¢, la zona de influencia de la

herramienta y la velocidas de deformacién v de la herramienta para realizar la deformacién local.

9: fin si

10: sidif # 0 entonces

11: Se encuentra el complemento I'® de la zona de influencia de la herramienta.

12: Se aplica la ecuacién (5.6) 6 (5.8) con el complemento de la zona de influencia de la herramienta,

la diferencia dif, y segin sea el caso la funcién delta é o la norma del gradiente V¢.

13: Se calcula el nuevo volumen Volre(¢) del objeto deformable y tambien la diferencia entre el

volumen original y el actual dif = Volr:(¢) — c.

14:  fin si

15:  Opcional: Se aplica reinicializacién y se elige su frecuencia.

16: fin mientras

17: devolver los nuevos valores de la funcién ¢




Capitulo 6

Resultados experimentales y

conclusiones

Este tultimo capitulo es la culminacién de la tesis, en donde se muestran diferentes experimentos
para saber cémo funcionan los algoritmos de renderizacién héaptica, el modelo de deformacién local y
la compensacién de volumen, asi como la combinacién de los tres. Se toman en cuenta algunas formas
bésicas bidimensionales tanto para la herramienta como para el material deformable, en algunos de esos
experimentos también se considera el tiempo en que tardé en ejecutarse el programa y sus componentes,
asi como el tamano de paso espacial y temporal, y se analizan las implicaciones parara valorizar tales

algoritmos y modelos.

6.1. Renderizacién haptica

A lo largo de esta seccién se muestran los experimentos que involucran la parte de deteccién de
colisién y calculo de fuerzas de la renderizacion héptica. Se comparan aquellos resultados calculados con
F=),F,yF=1%F, ademds de otros factores.

Se utiliza como herramienta una circunferencia con centro inicial localizado en (50,73) y de radio 15
unidades, y como material deformable un rectdngulo con centro en (50,20), de base 50 unidades y de
altura 30 unidades. La herramienta virtual se desplaza en linea recta hacia el centro del rectangulo a
una velocidad de 7 unidades espaciales por unidad de tiempo, hasta colisionar con el rectdngulo. Primero
se comparé la manera en que afecta a la fuerza final, aquella que se aplica al centro de masa de la
herramienta, la ecuacién que se utiliza para calcularla, esto es, si se utiliza F=)", F, 0 F = % > Fi. Se
tiene en cuenta que el indice de rigidez k = 1, y el nimero de puntos discretos de la herramienta es 50
(Figura 6.1 y Figura 6.2).

En la visualizacién, la herramienta estd formada por cruces pequenas que forman su contorno y
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delimitan el interior, a diferencia, el objeto del ambiente con el que tiene colisién estd dibujado por una

linea continua. La fuerza se muestra como una linea que esta localizada en el centro de la herramienta.
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Figura 6.1: F se calculé utilizando F = ). F;
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Figura 6.2: F se calcul6 utilizando F = % >
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Puede observarse que en el primer caso, cuando se utiliza la suma de fuerzas solamente, la fuerza
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resultante es bastante grande (44 unidades de fuErza) comparado con la fuerza promedio del segundo
(3.147 unidades de fuerza), por lo que el primer modelo seria propenso a crear inestabilidad en la rende-
rizacién héptica. También, las magnitudes de las sumas de fuerza varia bastante segin cudntos puntos
de la herramienta se utilice en su discretizacion. En las Figuras 6.3 y 6.4 se muestran los resultados
cuando la herramienta esta formada por 25 puntos; las Figuras 6.5 y 6.6 muestran los resultados cuando

la herramienta cuenta con 100 puntos.

Numero de puntos | Magnitud e la | Tiempo total
en colision fuerza F
Figura 6.3 7 22 unds. 0.4 s.
Figura 6.4 7 3.14 unds. 0.4 s.

El valor de la fuerza con % >, Fi, se mantiene el mismo que cuando la herramienta tenfa 50 puntos

discretizados, mientras que en el otro caso hay un cambio de muy brusco, una diferencia de 22 unidades.
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Figura 6.3: Con 25 puntos y F = . F;
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Figura 6.4: Con 25 puntos y F = L 3" F;

Ntumero de puntos

Magnitud e la

Tiempo total

en colisién fuerza F
Figura 6.5 27 88 unds. 0.5 s.
Figura 6.6 27 3.26 unds. 0.5 s.

a0

63

En la Figura 6.5 se dispara el tamano de la fuerza resultante, de tal manera que sale del recuadro

de la grafica. El valor de la fuerza correspondiente a la figura 6.6 se mantiene coherente con el valor de

la magnitud cuando el numero de puntos eran 25 y 50. El modelo del promedio de fuerzas parece ser el

indicado hasta ahora para calcular el valor de la fuerza.
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Figura 6.6: Con 100 puntos y F = 1 > Fi

n

Pareciera que la norma de la velocidad de la herramienta tiene una relaciéon directa con el tamano
de la fuerza calculada, pero esto no es necesariamente cierto, ya que también depende a qué distancia se
encuentren del objeto con el que va a tener colisiéon. El otro factor de la velocidad de la herramienta, su

direccién, parece no ser que en algunos casos resulta ser inverosimil con la fuerza resultante encontrada.
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En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto tal aseveracion, en ambos casos las herramientas se acer-
caron hacia la punta superior izquierda del rectangulo desde direcciones diferentes; en la Figura 6.7 el
movimiento fue de manera diagonal y en la Figura 6.8 de forma vertical, pero ambos tienen una direccién
en la fuerza resultante,en donde el primero si parece reflejar la direccién de la velocidad y el contacto,

mientras que en el segundo hay una discontinuidad y un cambio brusco en la direccién.
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Figura 6.7: La direccién de la herramienta fue diagonal desde el extremo superior izquierdo
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Figura 6.8: La direccién de la herramienta fue vertical desde arriba.

Otro factor importante en la magnitud de la fuerza es el indice de rigidez x, en todos los resultados
previos se ha manejado x = 1. Claramente este factor cambia proporcionalmente con la magnitud de
la fuerza resultante como se puede observar comparando las figuras 6.1 y 6.2 de esta secciéon con las

siguientes. x varfa con los valores 0.5 y 1.5.

Ntmero de puntos

Magnitud e la

Tiempo total

en colision fuerza F
Figura 6.9 14 22 unds. 8.4 s.
Figura 6.10 14 1.6 unds. 8 s.
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Figura 6.9: kK =0.5 con F =Y. F;.
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Figura 6.10: K =0.5 con F = L 3" F,.

Ntmero de puntos

en colision

Magnitud e la
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Tiempo total

Figura 6.11
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Figura 6.12
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En lo siguiente se daran ejemplos de discontinuidades en la fuerza en la direccién de la fuerza.

100

CAPITULO 6. RESULTADOS EXPERIMENTALES Y CONCLUSIONES

0+

a0+

0

60

a0

40+

0+

20

et
]

100

Figura 6.11: k =1.5 con F =" F,.

a0

T

B0

a0

40

0

20

Figura 6.12: k =1.5 con F = L 3" F,.

an

Ante-

riormente, en la figura se muestr una discontinuidad en la direccién, pero no es necesario tocar a una

punto para que haya alguna. Cada herramienta se acercé de manera vertical hacia el objeto ambiente

y solamente el primer caso se acerca a una punta. Notar que muchos puntos de la cara horizontal que
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estd dentro de la herramienta tienen fuerzas que son paralelas a la cara de donde vino el contacto, lo
que es evidentemente una discontinuidad de direccién de fuerza un tanto particular. También este caso
ilustra una idea de lo que no deberia o deberia suceder, los tinicos puntos que se deberian considerar para
calcuar las fuerzas de contacto deberian ser los puntos de la superficie de la herramienta que tuvieron un

primer acercamiento con el objeto.
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El modelo en general trabaja bien, y a pesar de ser hasta cierto punto una adaptacién simple, la
funcién distancia con signo es de bastante ayuda para calcular las magnitudes y las direcciones de las
fuerzas que actiian en los puntos de la herramienta con el método de penalizacion, que es el utilizado
en este trabajo. Los inconvenientes que se destacan, como los cambios bruscos y discontinuidades en las
fuerzas, son habituales en todas los métodos de renderizacion héptica en un primer acercamiento. Para
trabajos futuros se podria implementar en un sistema héptico completo, donde se analice la estabilidad del
sistema, asi como implementar una mejora en la deteccién de colisién y en elcalculo de fuerzas. También

se podria adaptar a mas grados de libertad en un espacio tridimnensional

6.2. Deformacion local

La deformacién local consiste basicamente en definir la funcién indicadora xr de la regién que ocupa
la herramienta I', de forma que, a partir de la representacion explicita de ésta se construye una nueva
malla, como se hizo para definir a la funcién ¢, s6lo que en este caso los valores serdn los valores de dicha
funcién xr.

Debido a que las formas de la herramienta consideradas son sencillas, se pueden utilizar las repre-
sentaciones explicitas directamente. Por ejemplo, en el caso de ser un circulo de radio r con centro en

(20,y0), I’ contiene aquellos puntos (X, Y) que cumplen la desigualdad

V(g — X2+ (o —Y)2 <

Cuando la herramienta es un cuadrado, cuya base estd alineada con respecto al eje x, con centro en

(0,y0) v con lados de longitud [, entonces los puntos (X,Y) en I' cumplen las siguientes dos condiciones:
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20 —1/2< X <a0+1/2, yo —1/2 <Y < yo +1/2. Sin embargo, se puede utilizar o crear un programa
mas general que convierta a una forma explicita en immplicita y trabajar con ella sin ningtin problema,
simplemente habria que adaptarLLO en el algoritmo general.

La implementacion de la ecuacién (5.1) con condiciones de fontera adiabética, se llevé a cabo utilizando
diferencias finitas hacia delante en la derivada parcial temporal y diferencias centrales en las derivadas
parciales espaciales.

En los experimentos se tomé en cuenta el valor de condicion CFL de dos dimensiones a = At% L
asi como también la reinicializacion. En el caso de los pardmetros de los que depende «, el que se consi-
dera es el valor de paso de tiempo At, los otros dos casos, tanto el médulo de la velocidad Vg y el del
paso espacial h se pueden ver como un reflejo de lo que pasa al variar At. Ademas, el tamano de paso
espacial h implica mayor complejidad y costo computacional para resolver la ecuaciénn (5.5) y por tanto
la deformacién. Los valores de At que se consideran son 1, 0.1 y 0.01.

Se fija el médulo de la velocidad de deformacién de la herramienta en 7 unidades espaciales sobre
unidad de tiempo, el niimero de puntos en cada eje coordenado de la malla es n = 201, de tal forma
que el tamano de paso espacial en ambos ejes coordenados es h = 0.5. Las herramientas consideradas
tienen como dimensiones: el circulo es de radio 9 unidades y las longitudes de las caras de los cuadrados
son también de 9 unidades; el centro de masa de cada uno es (65,63). Los materiales u objetos que se
deforman tienen como dimensiones: tanto el radio del circulo como la longitud del lado del cuadrado son
de 18 unidades; sus centros estdn localizados en (50,50).

En las figuras que siguen se muestran los resultados de los experimentos, las herramientas estan
definidas visualmente con cruces en su contorno como se hizo en la seccién anterior, los objetos que se
deforman estén definidos por lineas sélidas (negro para la interface final y verde para la interface inicial).
En algunas figuras se muestran ademéas una banda de lineas a color, que son otros conjuntos de nivel
alrededor de la interface (sus valores van desde -3 a 3, pasando de 0.5 en 0.5), que es el conjunto de nivel
cero, asi que la interface se encuentra en medio de las lineas azul claro y las amarillas.

Las tablas que acompanan a las figuras muestran datos significativos de cada ejecucién o experimento
como el tiempo total, el nimero de iteraciones de evolucion de interface, el tiempo que le lleva realizar la
reinicializacién y el nimero de reinicializaciones que se llevaron a cabo. Los primeros resultados que se
muestran es para el caso cuando el tamano de paso de tiempo es At = 1, las formas de ambos objetos se
restringiran a circulos para mostrar los resultados en cada uno de los experimentos como se ve en seguida.

Como se puede observar de las graficas, el resultado de deformacién local es practicamente el mismo
utilizando la reinicializacién de la interface o no, pero hay una diferencia de tiempo significativa al
considerarla, sobre todo si se lleva la mayor pate de tiempo de ejecucién como se muestra en la tabla que
sigue de las Figuras 6.13 y 6.14. Lo apropiado serfa no utilzarla tan frecuentemente, como se hizo en este

caso que se aplico en cada reinicializacién, para que no ocupe tanto tiempo y sirva también en los casos

1Recordar que Vg es la velocidad con la que la herramienta deforma a la interface y que h = min{Az, Ay}, pero aquf se

trabja con Ax = Ay = h.
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en que sea conveniente llevarla a cabo.

Una observacion se puede realizar al checar las figuras de los conjuntos de nivel. Como se dijo an-
teriormente, se graficaron los que tienen valores de -3 a 3, saltando de 0.5 en 0.5 entre una y otra. Sin
embargo en el resultado final, en la zona de la herramienta, no se puede ver ninguna linea de la banda de
colores, ademés de la interface inicial de color verde, eso es porque se encuentran totalmente pegadas al
borde de la herramienta junto al conjunto de nivel cero, pero no se pueden ver. Dentro de la herramienta

todavia siguen habiendo conjuntos de nivel, simplemente son de valores mayores que no se consideran en

las graficas.

No. de reinciali- Tiempo de Tteraciones | Tiempo total
zaciones reinicializacién
Figura 6.13 0 0 4 75.6 s.
Figura 6.14 4 118.8 s. 4 164.3 s.
100 an
90k 4
Tar
a0t E
0k 4
i 7ot
60 % J
a0 4
40+ B
30 ~
20 4
10k ~
DI:I 1‘E| Z‘D SIEI 11:] 5:] E‘EI F‘D EIEI 9:] 100

Figura 6.13: At = 1 y sin reinicializacién.
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Figura 6.14: At = 1, con reinicializacién

en cada iteracion.
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7ar

| 1 1 1 1 |
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e

Figura 6.15: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién en cada iteracion.

Para los casos en que At = 0.1 y 0.01, en la parte visual las interfaces finales son practicamente

iguales a los anteriores, tampoco hay mucha diferencia en los conjuntos de nivel, excepto que en la Figura

6.21 hay algunos residuos de los conjuntos de nivel que se consideran en la graficacién, lo que muestra

que no hubo un movimiento estable de los conjuntos de nivel. El tiempo total aumenta mientras At es

a0
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ma&s pequeno, y todavia mas con la reinicializacién. Asi que en la deformacion local, no es conveniente

utilizar las reinicializaciones, ya que no hay mejoras visibles, y si ocupa un tiempo que hace més lenta la

ejecucién del algoritmo.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total
zaciones reinicializacién
Figura 6.16 0 0 13 93.7 s.
Figura 6.17 6 177.8 s. 13 260 s.
100 a0
wf j
il | sk _
wf s . o |
} _
sf , 4
al y
il | _
nf y
o} j
e o e 5

Figura 6.16: At = 0.1 y sin reinicializacién.
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Figura 6.17: At = 0.1, con reinicializacién en cada iteracion.
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Figura 6.18: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.
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No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total

zaciones reinicializacion
Figura 6.19 0 0 97 388.75 s.
Figura 6.20 9 260 s. 97 631 s.
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Figura 6.19: At = 0.01 y sin reinicializacién.
6o
7hE B
ﬁ%ﬁ% i |
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Figura 6.20: At = 0.01, con reinicializacién en cada iteracion.
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Figura 6.21: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién cada 10 iteraciones.

A pesar de que se trabaja con valores de At pequenos, las muescas o pequenas puntas que quedan
después de la deformacién local no desaparecen, e incluso los conjuntos de nivel dentro de la herramienta

durante el proceso empeoran un poco dejando las marcas que se notan en la Figura 6.21.

Ahora se trabaja con una herramienta de forma cuadrada, dejando igual todo lo demds. Se hacen
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79

80
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primeramente las pruebas con At = 1. La punta de la herramienta y las partes planas de la misma, se
dejan plasmadas al deformarse el objeto. En las dos situaciones mostradas en las figuras 6.22 y 6.23,
se tienen similares resultados. La reinicializacién mejora ligeramente la impresién que deja el cuadrado
haciéndo los bordes un poco mds uniforme. Nuevamente, los conjuntos de nivel que se consideran se apilan
muy estrechamente cerca de la interface, luego de la deformacién. Asi, no se saca provecho realmente de

la reinicializacién, y nuevamente se utiliza un gran tiempo en ello.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total
zaciones reinicializacién
Figura 6.22 0 0 3 133 s.
Figura 6.23 3 91.8 s. 3 335.05 s.
100 T T T T T T T T T a0

90+ =

s b
o B

A0
0k i

a0

401

B0 1

a0t 8 '
g5 ‘ 1

0 10 20 30 40 50 B0 70 a0 a0 100 a0 85 60 65 70 75 80

Figura 6.22: At = 1 y sin reinicializacién.
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Figura 6.23: At = 1, con reinicializacién en cada iteracién.
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Figura 6.24: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién en cada iteracion.

Ahora, en el caso en que At = 0.1 y 0.01, tanto con reinicializacién como sin ella, la forma de la
interface no queda como se esperaba, ademds que al final se tiene una parte no conexa en el lugar en
que debia de quedar la forma de la herramienta. No se tiene una respuesta del por qué sucede esto, pero

parece ser que los conjuntos de nivel se pegan mas rapido a los bordes de la herramienta, de lo que la
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parte central avanza, dejando al final una parte aislada.

La razén por la que no desaparecié la parte disconexa de la interface, es por la forma en que se deja
de aplicar la deformacién, ya que con algunas iteraciones mas desapareceria. Hay que recordar que el
algoritmo, mientras exista algin punto de la superficie de la herramienta que tenga un valor no positivo,
las ecuaciones de movimiento normal se siguen aplicando hasta que todos tengan valores positivos, esto
deja fuera los puntos dentro de la interface, que no son tomados en cuenta sus valores. Extendiendo la

verificacién de los valores de phi en la parte interior de la herramienta, hubiera hecho que esta fuera

eliminada.
No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total
zaciones reinicializacién
Figura 6.25 0 0 7 174 s.
Figura 6.26 4 116.7 s. 8 218.8 s.
100 T T T T T T 80 T T
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Figura 6.25: At = 0.1 y sin reinicializacién.
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Figura 6.26: At = 0.1, con reinicializaciéon en cada 2 iteraciones.
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Figura 6.27: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién en cada 2 iteraciones.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total

zaciones reinicializacion
Figura 6.28 0 0 55 510 s.
Figura 6.29 14 410.7 s. 71 862 s.
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Figura 6.28: At = 0.01 y sin reinicializacién.
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Figura 6.29: At = 0.01, con reinicializacién en cada 5 iteracion.
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Figura 6.30: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién en cada 5 iteraciones.

Ahora se muestran ejemplos de deformacién local para un cuadrado. Se fija At = 1y las especificaciones

de las herramientas utilizadas son las mismas que anteriormente se dieron. Se exhiben los mismos detalles

expuestos para los casos anteriores, como que se dejan partes aisladas de los conjuntos de nivel y de la

misma interface, aunque el ejemplo con la herramienta circular se comporta bien y cumple completamente
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con el objetivo de dejar la forma de su contorno que tuvo contacto con el material.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total
zaciones reinicializacién
Figura 6.31 0 0 133 s.
Figura 6.32 3 91.8 s. 335.05 s.
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Figura 6.31: At = 1 y sin reinicializacién.
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Figura 6.32: At = 1 y sin reinicializacién.
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El proceso de deformacién local cuenta con muchos detalles, que posiblemente puedan ser corregidos
con otras aplicaciones o con versiones mejoradas de métodos expuestos en este trabajo. Ademds si el
objetivo es dejar la marca de la herramienta, también podria hacerse de otra manera. Por ejemplo, si se
tiene una representacién explicita de la herramienta, podria hallarse una representacién imlicita aplicando

un método especifico, luego se procederia a realiar una operacién booleana de resta y la herramienta

a0
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dejaria su forma en el objeto deformable.

6.3. Compensacién de volumen

La compensacion de volumen es muy parecida a la deformacion local, en este caso la zona que interesa
ya no es la ocupada por la herramienta, sino la que ocupa su complemento. Se forma la funcién indicadora
del exterior de la herramienta, xpc, al igual que se hizo con la funcién indicadora de la misma, sélo
asignando el valor contrario de los tnicos dos que pueden tomar estas funciones. La otra diferencia que
se tiene, es que en este caso la ecuacién de deformacién tiene el factor (Volre(¢) — ¢)d(¢) o (Volre(¢) —
¢)||[V ]|, segun sea el caso.

Para realizar los experimentos se tomé como herramienta una circunferencia de radio 9, con centro
en (65,63), y como objeto deformable otra circunferencia de radio 18 y centro (50,50). Se fija el paso
espacial en h = 0.5 con 201 puntos discretos en cada eje coordenado, y se varia el valor de paso de
tiempo At = 1,0.1 y 0.01, utilizando tanto la funcién delta como el gradiente, también se verifica que
pasa cuando se le incorpora la reinicializacién.

Los primeros resultados que se obtuvieron fue utilizando Deltat = 1 y 6(¢) para la deformacién,
comparando de este modo como afecta la reinicializacion. El primer par de figuras muestran a la herra-
mienta definida visualmente con cruces en su contorno y el objeto que se deforma con una linea continua
(en verde se muestra la interface inicial y la la linea negra la interface final). El segundo par de figuras,
ademds de la interface de nivel cero, muestra, en una banda de lineas de colores, los conjuntos de nivel
con valores de -3 a 3, espaciados de 0.5 en 0.5.

Las tablas que acompanan a las figuras muestran algunos datos importantes como el nimero de
iteraciones de actualizacién en la evolucién de la interface, el nimero de reinicializaciones, el tiempo
de reinicializacion y el tiempo de ejecucién total en segundos. La tltima columna correspondiente a
|[Volre(¢) — ¢|, indica la diferencia entre el volumen inicial y el volumen de la dltima actualizacién de la
evolucidn, lo que se espera sea pequenos. Esto tltimo se considera debido a que se llega un momento en
que tal diferencia ya no desciende més, se estanca u oscila entre positivo o negativo, esto quiere decir,
que en ocasiones hay un exceso de volumen con respecto al original, por lo que la interface en estas
sircunstancias se retrae. Lo ideal es que esos movimientos no sean grandes.

Como puede verse en las Figuras 6.33 y 6.34, la reinicializacién hizo que la interface resultante (de
color negro) sea un poco mas uniforme, sin embargo se paga un precio caro en cuestiéon de tiempo, ya
que sin reinicializacion se lleva aproximadamente 71 segundos con un total de 12 iteraciones de evolucién
de la interface, mientras tanto con reinicializacién se llevé a cabo en 483.5 segundos con 21 iteraciones
de evolucién, y un tiempo de reinicializaciéon de 295.8 segundos, lo cual es mas de la mitad del total
del tiempo. En este caso no hay mucha diferencia entre uno y otro resultado, por lo que el costo de

reincicializacién no vale la pena. Lo que puede observarse de la Figura 6.35, es que la funcién § repliega
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los conjuntos de nivel en sus limites, dejandolos muy juntos, lo que podria ocasionar problemas en alguna

futura evolucién de la interface.

La ventaja que se tiene de la ¢ en este ejemplo, es que los valores en sus limites evita que la evolucién
de la interface sea inestable, a pesar de que el paso de tiempo dt y |Volre(¢) — ¢| sean grandes. Por lo

contrario, cuando se utiliza la norma del gradiente V¢ en la evolucién, es decir, se emplea la ecuacién

(5.8), el movimiento se hace tan inestable que no tiene caso visualizarlo.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢|
zaciones reinicializacién
Figura 6.33 0 0 12 71.7 s. 2
Figura 6.34 10 295.8 s. 21 483.5 s. 0.5
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Figura 6.33: At =1, con §(¢),

sin reinicializacion.
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Figura 6.35: (arriba) sin reinicializacién.( abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

Ahora si modificamos el paso de tiempo At reduciéndolo a 0.1, jsera estable la discretizacién de
la ecuacién (5.8)7 Desafortunadamente no, todavia sigue siendo inestable, el menor valor de At no es
suficiente para atenuar el valor de la diferencias |Volre(¢) — ¢|. Sin embargo, el movimiento de con la

delta §, parece mejorar incluso.
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No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢

zaciones reinicializacion
Figura 6.36 0 0 22 138 s. 0.5
Figura 6.37 9 262.36 s. 18 363.65 s. 0.5
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Figura 6.36: At = 0.1, con §(¢) sin reinicializacién.
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Figura 6.37: At = 0.1, con §(¢) con reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.38: (arriba) sin reinicializacién.( abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

Casi no hay diferencias entre los resultados visuales, con y sin reinicializacién. Donde si parece haber
mucha diferencia entre ambos, es en el tiempo total. A pesar que el tiempo total del caso sin reinicializa-
cion, con repecto al anterior valor de At = 1, resulta ser, con la reinicializacion, mas del doble del tiempo,

y éste ocupa mas de la mitad del tiempo de ejecuciéon como se puede en la tabla correspondiente a este
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caso (At = 0.1). Una diferencia visualmente palpable, pero tampoco de mucha importancia, ademds del
costo de tiempo, es en la parte correspondiente a los conjuntos de nivel: al no reinicializarse, los conjuntos
de nivel van separdandose, lo que no ocurre al considerarse la reinicializacién. Otro punto que hay que
notar, es que al volverse menos brusco el movimiento debido al factor At = 0.1, el repliegamiento ya no

se observa.

Ahora se presentan los casos cuando At = 0.01. Se sigue poniendo de manifiesto en las tablas que
siguen, que el costo de la reinicializacion sigue siendo alto, simplemente hay que reducir su utilizaciéon a
lo menos posible, ya que por muy frecuente que se utilice, como es en todos los casos en esta seccién, no

mejora demasiado la evolucién de la interface.

La funcién § tampoco parece mejorar, si acaso, los conjuntos de nivel parecen ser mas uniformes y
espaciados, pero muy ligeramente. En cambio, el movimiento de la interface definitivamente se pudo hacer
més estable esta vez con ||¢|| y (5.8), e incluso supera los resultados de la funcién J, visualmente y con
respecto al tiempo, tanto sin reinicializacién como con ella. Es mas, se llegé a una diferencia entre el
volumen inicial y el actual de 0.1 que es mejor que 2, que como se ve en la tabla es lo que se obtiene al

utilizar la 9.

No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | [Volre(4) — |

zaciones reinicializacién
Figura 6.39 0 0 19 102 s. 2
Figura 6.40 9 234.95 s. 19 338 s. 2
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Figura 6.39: At = 0.01, con §(¢) sin reinicializacién.
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Figura 6.40: At = 0.01, con 6(¢) con reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.41: (arriba) sin reinicializacién.( abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

Si bien, los tiempos no empeoraron o siguieron igual con ||V||, lejos estdn de ser ideales, ya que como
indica la siguiente tabla, la parte sin reinicializacion, la que mejor tiempo tiene, es de casi dos minutos, y
debe reducirse. En el futuro se puede estudiar otros métodos de convergencia para que el volumen tienda

o se aproxime mucho mejor a cero. También se pueden estudiar métodos mas convenientes o mejores que
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los utilizadis en este trabao. Todavia hay mucho que sacar de este problema de compensaciéon de volumen.

No. de reinciali- Tiempo de Tteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢
zaciones reinicializacion
Figura 6.42 0 0 17 102 s. 0.5
Figura 6.43 8 206.96 s. 17 290 s. 0.5
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Figura 6.42: At = 0.01, con ||V(¢)|| sin reinicializacién.
= T T T T T T T
g ok TR R ey
70 + i B
+ +
+ +
.
BS - 7
i
"
B0 ol
+
o
551 g B B
al - =
451 —
40 —
I/ —
0 =
25 I \ I I I I \ I I
25 30 35 40 45 a0 a5 B0 65 70 75

Figura 6.43: At = 0.01, con ||V(¢)|| y reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.44: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

También se encontraron los resultados, para el caso At = 0.01 en otros tipos diferentes de combina-
ciones entre herramientas y objetos deformables. Cada objeto correspondiente estd en la misma posicién

que el ejemplo utilizado para hallar los resultados anteriores.

75
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No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢
zaciones reinicializacion
Figura 6.45 0 0 13 71.83 s. 0.75
Figura 6.46 6 154 s. 13 223.6 s. 0.75
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Figura 6.45: At = 0.01, con ||V(¢)|| sin reinicializacién.
i T T T T T \
+ + + + + o+ o+ o+ o+ o+ o+
- ¥ S
+ +
1
56 - +-
3
g
B0 g
+
+
e g im i_
50 =
45 = —
40 —
3B =
30 =
5 I I \ \ I I I | \
25 30 35 40 45 &0 55 ED B5 70 75

Figura 6.46: At = 0.01, con ||V(¢)|| y reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.47: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

En el caso cuando el material deformable es un cuadrado, la compensacién del volumen, hace que las
puntas en la interface final (linea sélida negra) hace que se vayan redondeando como se puede ver en la

Figura.
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No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢
zaciones reinicializacion
Figura 6.48 0 0 6 53 s. 1.75
Figura 6.49 3 89.15 s. 6 145 s. 1.75
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Figura 6.48: At = 0.01, con ||V(¢)|| sin reinicializacién.
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Figura 6.49: At = 0.01, con ||V(¢)|| y reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.50: (arriba) sin reinicializacién.(abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

75

Aunque la reinicializacién sea bastante costosa en tiempo, hay casos en los que realmente se necesitan,

tal como en el siguiente. Aqui esta opcién de reconstruir la funcién distancia si ayuda bastante para que

sea més estable la evolucién de la interface, por lo que no se puede prescindir completamente de esta

herramienta.
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No. de reinciali- Tiempo de Iteraciones | Tiempo total | |Volre(¢) — ¢
zaciones reinicializacion

Figura 6.51 0 0 18 126.3 s. 30.5

Figura 6.52 4 137 s. 8 213 s. 28.5
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Figura 6.51: At = 0.01, con ||V(¢)|| sin reinicializacién.

o~

Ba -

B0 —

50—

45

o3

30+

g
e 3 TR AL
" =

2
25

0 75

Figura 6.52: At = 0.01, con ||V(¢)|| y reinicializacién cada 2 iteraciones.
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Figura 6.53: (arriba) sin reinicializacion.(abajo) con reinicializacién cada 2 iteraciones.

La compensacién de volumen se comporté bien de manera general con el valor At =0.1, sélo el dltimo
caso fue un poco patoldgico. Aunque la diferencia entre la cantidad de material inicial (volumen o drea)
del objeto deformable y la tltima cantidad calculada de éste no llegd a ser completamente cero, un error

menor que 1 es bueno. La reinicializacién ayudé algunas veces y no mejord gran cosa en la mayoria de los
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casos, pero si se volviéo muy costosa su aplicacion, sobre todo al recurrirse frecuentemente en el algoritmo.
Es probable que no se pueda prescindir completamente de ella, pero si debe hacerse una gestiéon apropiada
en su aplicacién. La implentacion de la deformacion local y la compensacién de volumen al superponerse
funcionan tal cual como se mostré anteriormente, sin embargo aqui se mostré de manera independiente,
por lo cual no hay ningin inconveniente.

Hasta aqui llega el nalisis que corresponde a los objetivos de la tesis, pero hay muchas posibilidades
para ir avanzando con este problema en el futuro, como la implementacién de mejores formas de discretizar
las ecuaciones de evolucién (5.6) y (5.9), asi como otras maneras de evolucionar y deformar la interface,

v la aplicacién de conceptos fisicos, entre otros.



Apéndice A
Algoritmos

A.1. Funcién general

function [ph]l=
Ambiente_total(n,dt,k,cl,c2,c,cf,rl,r,vel,formaMD,formaH,rig,reinicia,accion,ecuacion)
7%Este programa crea un ambiente virtual: la herramienta virtual (con una representacién
%explicita y sus coordenadas estdn dados por px y py) vy el objeto que se deformard (a
%través de una funcién implicita ph), asemds realizard lo que el usuario desee que
%haga: deformar localmente al objeto o que evolucione de tal forma que compense su
%contenido o volumen, o puede hacer ambos al mismo tiempo.
JEntradas:

%n=nimero de puntos de los ejes coordenados

%dt=paso de tiempo

%k=ntimero de puntos discretos de la herramienta

%hcl,c2=coordenadas ’x’ y ’y’ respectivamente, de los centros de masa de los objetos

%deformables (cada valor puede ser un vector de valores o un valor simplemente);

%observacién:todos los objetos tienen que ser de la misma forma

%c=punto (vector) correspondiente al centro de masa de la herramienta virtual

%cf=Punto final de la herramienta virtual

%rl=dimensiones del material deformable (un valor para el circulo: su radio ’r’, o

%un vector para el rectdngulo: su ancho y su alto; también puede ser un vector

%de radios en el caso de que todos los objetos sean circulos y un vector de

hanchura y alturas alternados en el caso de los rectdngulos),

%r=dimensiones de la herramienta virtual (un valor para el circulo: su radio ’r’,

%0 un vector para el rectdngulo: su ancho y su alto)

%vel=velocidad de la herramienta

108



A.1. FUNCION GENERAL 109

%formaMD=determina la forma del material deformable (’CIR’=circulo,
%’REC’=rectangulo)
%formaH=forma de la herramienta(’CIR’=forma de circulo,’REC’=forma de rectingulo)
%rig=Indice de rigidez del objeto de deformacién en caso de respuesta de colisién
%reinicia=es la frecuencia que se requiere utilizar la reinicializacién de la
%funcién distancia con signo (’0’=sin reinicializacidn,’n’ donde n es un nimero
%positivo, indica que se reinicializard en cada n iteraciones)
%haccion=lo que se pretende que haga el programa(’1l’=deformacién local de la
%herramienta,’2’=compensacién de volumen,’3’=ambas a la vez,’4’=renderizacién
%haptica,’5’=todos a la vez)
%ecuacion=indica el tipo de ecuacién en la deformacidén por compensacién de material
%(si en el valor anterior es ’1’, no importa lo que se ponga, pero si es ’2’ 6 ’3’,
%entonces se debe escoger entre ’1’=que utiliza la funcién delta o ’2’=que utiliza
%la norma del gradiente)

%Salidas:

%Funcién ph

%EJES COORDENADOS
%Se construye la malla cartesiana bidimensional, construyendo dos mallas
%unidimensionales
x0=0; %Punto inicial (eje x)
xn=100; %Punto final (eje x)
y0=0; %Punto inicial (eje y)
yn=100; %Punto final (eje y)
h=(xn-x0)/n; %Tamafio de paso espacial
%Construccién discreta de los ejes X y Y
for i=1:n+1

X(1)=x0+(i-1) *h;

Y (i)=y0+(i-1)*h;

JMATERIAL DEFORMABLE
%Se construye el material deformable

switch formaMD/Se elige la forma (circunferencia o rectangulo)
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%circunferencia
%Construccién de la circunferencia
case ’CIR’
for i=1:size(X,2)
for j=1:size(Y,2)
if size(cl,2)==1
ph(j,i)=sqrt ((X(i)-c1)"2+(Y(j)-c2)"2)-rl;
elseif size(c1,2)>1
ph(j,1)=sqrt ((X(i)-c1(1))"2+(Y(j)-c2(2))"2)-r1(1);
for k=2:size(c1,2)
ph1(j,1)=sqrt ((X(i)-c1(k)) "2+(Y(j)-c2(k))"2)-r1(k);
ph(j,i)=min(ph(j,i),ph1(j,i));
end

end

%Rectangulo
%Construccién del rectédngulo
case ’REC’
for i=1:size(X,2)
for j=1:size(Y,2)
if size(cl1,2)==1%El vector rl debe ser del doble de tamafio de cl y

%c2

if (cl-r1(1)<=X(1))&&(X(1)<=cl+r1(1))&&(c2-r1(2)<=Y(j))&&(Y(j)
<=c2+r1(2))
ph(i,j)=max(abs(X(i)-c1)-r1(1),abs(Y(j)-c2)-r1(2));
elseif (cl-r1(1)<=X(i))&&(X(1)<=cl+r1(1))&&((c2-r1(2)>Y(§)) ||
(Y(§)>c2+r1(2)))
ph(i,j)=max(abs(X(i)-c1)-r1(1),abs(Y(j)-c2)-r1(2));
elseif ((c1-r1(1)>X(1)) 11 (X(1)>cl+r1(1)))&&(c2-r1(2)<=Y(j))&&
(Y(j)<=c2+r1(2))
ph(i,j)=max(abs(X(i)-c1)-r1(1),abs(Y(j)-c2)-r1(2));
else
ph(i,j)=norm([abs(X(i)-c1)-r1(1),abs(Y(j)-c2)-r1(2)1);

end
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elseif size(c1,2)>1%El vector rl debe ser del doble de tamafio de cil
hy c2
if (c1(1)-r1(1)<=X(1))&&(X(i)<=c1(1)+r1(1))&&(c2(1)-r1(2)
<=Y(3))&&(Y(j)<=c2(1)+r1(2))
ph(i,j)=max(abs(X(i)-c1(1))-r1(1),abs(Y(j)-c2(1))-r1(2));
elseif (c1(1)-r1(1)<=X(i))&&X(1)<=c1(1)+r1(1))&&((c2(1)-r1(2)>
Y)Y (G)>c2(1)+r1(2)))
ph(i,j)=max(abs(X(1)-c1(1))-r1(1),abs(¥Y(j)-c2(1))-r1(2));
elseif ((c1(1)-r1(1)>X1)) 11X E1)>c1(1)+r1(1)))&&(c2(1)-r1(2)
<=Y(§))&&(Y(j)<=c2(1)+r1(2))
ph(i,j)=max(abs(X(i)-c1(1))-r1(1),abs(Y(j)-c2(1))-r1(2));
else
ph(i,j)=norm([abs(X(i)-c1(1))-r1(1),
abs (Y(j)-c2(1))-r1(2)1);
end
for k=2:size(cl,2)
if (c1(k)-r1(2xk-1)<=X(1))&&(X(1)<=cl(k)+r1(2*k-1))&&
(c2(k)-r1(2*¥k)<=Y () ) && (Y (j)<=c2(k) +r1(2*k))
phi(i,j)=max(abs(X(i)-c1(k))-r1(2xk-1),
abs(Y(j)-c2(k))-r1(2xk));
elseif (c1(k)-r1(2%k-1)<=X(i))&&(X(i)<=c1(k)+r1(2%k-1))&&
((c2(B)-r1(2xk)>Y(3)) | 1 (Y(j)>c2(k)+r1(2xk)))
phl(i,j)=max(abs(X(i)-c1(k))-r1(2xk-1),
abs (Y(j)-c2(k))-r1(2xk));
elseif ((c1(k)-r1(2*k-1)>X(i)) || (X(1)>cl(k)+r1(2+xk-1)))&&
(c2(k)-r1(2¥k)<=Y () ) && (Y (j)<=c2(k) +r1(2%k))
ph1(i,j)=max(abs(X(i)-c1(k))-r1(2xk-1),
abs (Y(j)-c2(k))-r1(2xk));
else
ph1(i,j)=norm([abs(X(i)-c1(k))-ri1(2*k-1),
abs (Y(j)-c2(k))-r1(2xk)]1);
end
ph(j,i)=min(ph(j,i),ph1(j,i));
end
end

end
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end

%HERRAMIENTA
%Construccié de la herramienta

switch formaH/,Se elige la forma (circunferencia o rectdngulo)

%Circunferencia
%Construccién de la circunferencia
case ’CIR’
for i=0:k
px(i+1)=r*cos(2*pi*i/k)+c(1);
py (i+1)=r*sin(2*pi*i/k)+c(2);

%Rectangulo
%#Construccién del rectangulo
case ’'REC’
ki=ceil(k/4);
k=4xkl;
for t=1:k1
px(t)=c(1)-r(1)+2*(t-1)*r (1) /k1;
py (t)=c(2)+r(2);
px(t+ki+1)=c(1)+r(1);
py (t+k1+1)=c(2)+r(2)-2x (t-1)*r(2) /k1;
px (t+2*%k1+1)=c (1) +r (1) -2*% (t-1)*r (1) /k1;
py (t+2xk1+1)=c(2)-r(2);
px(t+3*k1+1)=c(1)-r(1);
py (£+3*%k1+1)=c(2) - (2)+2* (t-1) *r (2) /k1;

end

%FUNCIONES DE DEFORMACION LOCAL Y COMPENSACION DE VOLUMEN
if accion==1%Deformacién local
[ph]=objdef (ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,accion,0);

elseif accion==2}Compensacién volumen material
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[phl=objdef (ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,accion,ecuacion) ;
elseif accion==3%Incluye a los dos anteriores
[ph]l=objdef2(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,ecuacion)
elseif==4)Movimiento de herramienta y renderizacién héaptica
[ph]1=Mov1lib(ph,X,Y,px,py,n,h,k,rig,accion);
elseif==5)Renderizacién hdptica y deformacién de herramienta
while (c(1)7=cf(1))&&(c(2)~=cf(2))
[ph,c]=Movlib(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,formal,c,cf,r3,rig,accion);
[ph]l=objdef2(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,ecuacion);
end

end

A.2. Movimiento de la herramienta

function [ph,c]=Movlib(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,cf,r,vel,formal,rig,accion)
%Esta funcidén mueve a la herramienta a una velocidad vel hasta que haya alguna colisién
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%X,Y=Puntos discretos de los ejes X y Y
%px,py=Vectores de coordenadas X y Y de los puntos de la herramienta
%n=nimero de puntos de los ejes coordenados
%h=Tamafio de paso espacial
%dt=paso de tiempo
%k=nimero de puntos discretos de la herramienta, accion=lo que se pretende que haga
%el programa(’1l’=deformacién local de la herramienta,’2’=compensacién de volumen,
%’3’=ambas a la vez)
%c=punto (vector) correspondiente al centro de masa de la herramienta virtual
hcf=Punto final de la herramienta virtual
%r=dimensiones de la herramienta virtual (un valor para el cédculo: su radio ’r’,
%0 un vector para el rectangulo: su ancho y su alto)
hvel=velocidad de deformacién de la herramienta
%formaH=forma de la herramienta(’CIR’=forma de circulo,’REC’=forma de rectdngulo)
%rig=Indice de rigidez
%accion=lo que se pretende que haga el programa(en este caso ’5’=renderizacién
%haptica o ’6’=renderizacién haptica y deformacién a la vez)

%Salidas:
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%ph=La funcién ph

%cf=Punto final de la herramienta virtual

%Se guarda elpunto inicial

cO=c;

/%Contador de iteraciones antes de colisién

contador=0;

[Xb,Yb,I,J,dinl,dinJ,hd,Ib,mx,my,valorHph,colision]=

rendhap (ph,X,Y,px,py,n,h,k,0,0,0,0,0,0,0,colision,contador,rig,accion);

while colision==0

%MOVIMIENTO LIBRE DE LA HERRAMIENTA (ACTUALIZACION DEL CENTRO DE MASAS
%DE LA HERRAMIENTA).

%La trayectoria se implementa a partir del centro de

%masas de la herramienta

%Posicién inicial+(distancia a recorrer=velocidad*tiempo) [direccién de
%recorrido y magnitud de velocidad]

c=c+dt*xvel*(cf-c0) /norm(cO-cf) ;

%Actualizacién de la posicién del centro de masa de la herramienta

%HERRAMIENTA
%Construccién de la herramienta

switch formaH/,Se elige la forma (circunferencia o rectdngulo)

%Circunferencia
%Construccién de la circunferencia
case ’CIR’
for i=0:k
px(i+1)=r*cos(2xpi*i/k)+c(1);
py (i+1)=r*sin(2*pi*i/k)+c(2);

#Rectéangulo
%Construccién del rectangulo

case ’REC’
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ki=ceil(k/4);
k=4xk1;
for t=1:k1
px(t)=c(1)-r(1)+2*(t-1)*r(1) /k1;
py (t)=c(2)+r(2);
px(t+ki+1)=c(1)+r(1);
py (t+k1+1)=c(2)+r(2)-2*(t-1)*r(2) /k1;
px(t+2%k1+1)=c (1) +r (1) -2*(t-1) *r (1) /k1;
py (t+2xk1+1)=c(2)-r(2);
px (t+3*k1+1)=c(1)-r(1);
py (£+3xk1+1)=c(2) - (2) +2* (t-1) *r (2) /k1;

%RENDERIZACION HAPTICA

%Se actualiza contador

contador=contador+1;

#Se llama a la funcién de rendereizacién hdptica
[Xb,Yb,I,J,dinI,dinJ,hd,Ib,mx,my,valorHph,colision]=

rendhap (ph,X,Y,px,py,n,h,k,I,J,dinI,dinJ,hd,mx,my,colision,contador,rig,accion);

%VISUALIZACION DE MOVIMIENTO DE LA HERRAMIENTA
%Material deformable

contour (X,Y,ph’, [0,0])

hold on

#Rectangulo envolvente de la herramienta
line ([X(I(1)),X(I(2))], [Y(I(1)),Y(I(1))1)
line ([X(I(2)),X(I(2))], [Y(J(1)),Y(J(2))1)
line ([X(I(1)),X(I(2))],[Y(I(2)),Y(J(2))])
line ([X(I(1)),X(I(1))]1,[Y(I(2)),YJ(1))1)
J#Herramienta

plot (px,py,’x’)

drawnow;

hold off

end
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A.3. Deformacién de interface

%FUNCION DE DEFORMACION (0 DEFORMACION LOCAL O COMPENSACION DE VOLUMEN)
function [ph]=objdef(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,accion,ecuacion)
%Esta funcién se encarga de deformar el material tanto localmente asi como para
%compensar el material o el espacio que ha ’perdido’ debido a la deformacién local.
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%X,Y=Puntos discretos de los ejes X y Y
%px,py=Vectores de coordenadas X y Y de los puntos de la herramienta
%n=nimero de puntos de los ejes coordenados
%h=Tamafio de paso espacial
%dt=paso de tiempo
%k=ntimero de puntos discretos de la herramienta, accion=lo que se pretende que
%haga el programa(’l’=deformacién local de la herramienta,’2’=compensacién de
%volumen,’3’=ambas a la vez)
%c=punto (vector) correspondiente al centro de masa de la herramienta virtual
%r=dimensiones de la herramienta virtual (un valor para el circulo: su radio ’r’,
%0 un vector para el rectangulo: su ancho y su alto)
%vel=velocidad de la herramienta
%formaH=forma de la herramienta(’CIR’=forma de circulo,’REC’=forma de rectdngulo)
%reinicia=es la frecuencia que se requiere utilizar la reinicializacién de la
%funcién distancia con signo (’0’=sin reinicializacién,’n’ donde n es un nimero
%positivo, indica que se reinicializa en cada n iteraciones)
%accion=lo que se pretende que haga el programa(’l’=deformacién local de la
%herramienta,’2’=compensaci6n de volumen,’3’=ambas a la vez)
%ecuacion=indica el tipo de ecuacién en la deformacidn por compensacién de material
%#(si en el valor anterior es ’1’, no importa lo que se ponga, pero si es ’2’ 6 ’3’,
%entonces se debe escoger entre ’1’=que utiliza la funcién delta o ’2’=que utiliza
%la norma del gradiente)
%Salidas:

%ph=Funcién ph
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%PARAMETROS
/%Pardmetro que detendra el ciclo de deformacién

paro=0;%Inicializacién

%ACCION DE DEFORMACION LOCAL

if accion==
%Indicador de deteccién de colisidén (=cero (sin colisién), no nulo (colisién)),
hpara llevar a cabo la deformacién local mientras haya colisién entre la
%herramienta y el objeto que se deforma

colision=0;%Inicializacién

%ZONA DE INFLUENCIA DE LA HERRAMIENTA
%Malla que sirve para definir la zona de influencia de la herramienta
phl=zeros(n+1l,n+1);%Inicializacién
%Se define la zona de influencia de la herramienta
for i=1:size(X,2)
for j=1:size(Y,2)
switch formaH)Se elige la forma (circunferencia o rectagulo)
case ’CIR’

%Circunferencia

%Construccién de lacircunferencia

r3=sqrt ((X(i)-c(1))"2+(Y(j)-c(2))"2);

if r3<=r

phi(i,j)=1;
end
case ’REC’

%Rectangulo

%Construccién del rectdangulo

if (c()-r(1)<=X(1))&&(X(1)<=c(1)+r(1))&&(c(2)-r(2)<=Y(j))&&

(Y(§)<=c(2)+r(2))
phi(i,j)=1;

end
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%CICLO DE DEFORMACION LOCAL
while paro™=1

%Se actualiza contador

contador=contador+1;

%#Se calcula la norma del gradiente

grad=normgrad (ph,n,h);

%Se llama a la funcién de rendereizacién hdptica para utilizar la parte de
%deteccién de colisién

[Xb,Yb,I,J,dinI,dinJ,hd,Ib,mx,my,valorHph,colision]=

rendhap (ph,X,Y,px,py,n,h,k,0,0,0,0,0,0,0,colision,contador,0,0);

%DEFORMACION LOCAL
%Si todavia hay contacto de la herramienta con el material deformable.
if (colision™=0) || (itera>=contador)
%Ecuaciln de deformacién local

ph=ph+dt*vel*grad.*phl;

colision=0;%Se inicializa para que no afecte a los otros ciclos
else

paro=paro+l;

%REINICIALIZACION
if reinicia™=0
if rem(contador,reinicia)==0
[ph] = reinit_SD(ph, h, h, 0.9, °WENO’, 1);

end

%VISUALIZACION

%0bjeto deformable inicial
contour (X,Y,ph0’, [0,0])
hold on

%Conjuntos de nivel
contour(X,Y,ph’,[-2:0.2:2])

%0bjeto deformable

contour (X,Y,ph’, [0,0],°k’)
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%Herramienta
plot(px,py,’0’)
drawnow
hold off

end

elseif accion==2

%ZONA EXTERIOR DE LA HERRAMIENTA
%Malla que sirve para definir la zona exterior de la herramienta, la funcidén chi
%del exterior

ph2=zeros(n+1l,n+1)+1;

%VOLUMEN Y ZONA DE INFLUENCIA DE LA HERRAMIENTA
%Volumen inicial
Vol0=0;%Inicializacién
for i=1:size(X,2)
for j=1:size(Y,2)

%Se comienza a calcular el volumen inicial
if ph(i,j)<=0
Vol0=VolO+1;

%Se define la zona de influencia de la herramientand
switch formaH),Se elige la forma (circunferencia o recténgulo)
case ’CIR’
%Circunferencia
r3=sqrt ((X(1)-c(1))"2+(Y(j)-c(2))72);
if r3<=r
ph2(i,j)=0;
end
case ’REC’
%Rectéangulo
if (c(D)-r(1)<=X({1))&&(X(1)<=c(1)+r(1))&&(c(2)-r(2)<=Y(j))&&
(Y(G)<=c(2)+r(2))
ph2(i, j)=0;
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end

end
end

end

%Se termina de calcular el volumen inicial

Vol0=VolOx*hx*h;

%CICLO DE COMPENSACION DE VOLUMEN

while paro™=1

%Se actualiza contador
contador=contador+1;
%#Se calcula la norma del gradiente

grad=normgrad (ph,n,h) ;

%Se calcula el nuevo volumen interior

Vol=Volg(ph,ph2,n,h);%Se calcula el nuevo volumen

#Diferencia entre el volumen actual y el inicial

dif=(Vol-Vol0)

%MOVIMIENTO PARA LA COMPENSACION DE VOLUMEN

if (dif~=0)&&(ecuacion==1)
%0pcién 1)Se utiliza la funcién delta
ph=ph+dt*dif*dlcon(ph,n,h) .*ph2;

elseif (dif~=0)&&(ecuacion==2)
%0pcién 2)Se utiliza la norma del gradiente
ph=ph+dt*dif*grad.*ph2;

else

paro=paro+l;

%REINICIALIZACION
if reinicia™=0
Treinicia=cputime;
if rem(contador,reinicia)==0
[ph]l = reinit_SD(ph, h, h, 0.9, ’WENO’, 1);
end

end

APENDICE A.

ALGORITMOS
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%VISUALIZACION
%0bjeto deformable inicial
contour(X,Y,ph0’, [0,0])
hold on
%Conjuntos de nivel
contour(X,Y,ph’,[-2:0.2:2])
%0bjeto deformable
contour (X,Y,ph’, [0,0],°k’)
%Herramienta
plot(px,py,’0’)
drawnow
hold off
end

end

%FUNCION DE DEFORMACION2 (DEFORMACION LOCAL Y COMPENSACION DE VOLUMEN)
function [ph]=objdef2(ph,X,Y,px,py,n,h,dt,k,c,r,vel,formal,reinicia,ecuacion)
%Esta funcién se encarga de deformar el material tanto localmente asi como para

%compensar el material o el espacio que ha ’perdido’ debido a la deformacién local.

%Entradas:

%ph=La funcién ph

%X,Y=Puntos discretos de los ejes X y Y
%px,py=Vectores de coordenadas X y Y de los puntos de la herramienta

%n=Nimero de puntos de los ejes coordenados

%h=Tamafio de paso espacial

%dt=Tamafio de paso de tiempo

%k=Nimero de puntos discretos de la herramienta

%c=Punto (vector) correspondiente al centro de masa de la herramienta virtual
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%r=Dimensiones de la herramienta virtual (un valor para el calculo: su radio ’r’,

%0 un vector para el rectangulo: su ancho y su alto)

%vel=Velocidad de la herramienta

%hformaH=Forma de la herramienta(’CIR’=forma de circulo,’REC’=forma de rectangulo)

%reinicia=Es la frecuencia que se requiere utilizar la reinicializacién de la
%funcién distancia con signo (’0’=sin reinicializacidn,’n’ donde n es un nimero

%positivo, indica que se reinicializard en cada n iteraciones)
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hecuacion=Indica el tipo de ecuacién en la deformacién por compensacién de material
%(si en el valor anterior es ’1’, no importa lo que se ponga, pero si es ’2’ 6 ’3’,
%entonces se debe escoger entre ’1’=que utiliza la funcién delta o ’2’=que
hutiliza la norma del gradiente)

%Salidas:

%ph=Funcién ph

%ZONA DE INFLUENCIA DE LA HERRAMIENTA
7%Malla que sirve para definir la zona de influencia de la herramienta

phl=zeros(n+1l,n+1);%Se inicializa

%ZONA EXTERIOR DE LA HERRAMIENTA
7%Malla que sirve para definir la zona exterior de la herramienta, la funcién chi
%del exterior

ph2=zeros(n+1,n+1)+1;%Se inicializa

7%VOLUMEN Y ZONA DE INFLUENCIA DE LA HERRAMIENTA
%Volumen inicial

Vol0=0;%Inicializacién

for i=1:size(X,2)

for j=1:size(Y,2)

%Se comienza a calcular el volumen inicial
if ph(i,j)<=0
Vol0=Vol0+1;

%Se define la zona de influencia de la herramienta
%Circunferencia

%Construccién de lacircunferencia

switch formaH/,Se elige la forma (circunferencia o rectangulo)

case ’CIR’
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r3=sqrt ((X(i)-c(1))"2+(Y(j)-c(2))"2);
if r3<=r

phi(i,j)=1;

ph2(i,)=0;

%#Rectangulo
%Construccién del recthjngulo
case ’REC’
if (c(D-r(1)<=X({1))&&(X(1)<=c(1)+r(1))&&(c(2)-r(2)<=Y(j))&&
(Y(§)<=c(2)+r(2))
phi(di,j)=1;
ph2(i,j)=0;
end
end
end
%Se termina de calcular el volumen inicial

Vol0=VolOx*xhx*h;

#%Variable que detiene el ciclo de deformacién
paro=0;%Inicializacién
%Indocador de colisién (’0’=No hay colisién, ’~=0’=S3i hay colisién)

colision=0;%Inicializacién

%CICLO DE DEFORMACION

while paro™=2
%#Se actualiza contador
contador=contador+1;
%Se calcula la norma del gradiente
grad=normgrad(ph,n,h);
%Variables que se tienen que inicializar debido a la definicién de la funcién
hobjdef2
%#Se llama a la funcién de rendereizacién hdptica para utilizar la parte de
%deteccién de colisién
[Xb,Yb,I,J,dinI,dinJ,hd,Ib,mx,my,valorHph,colision]=

rendhap(ph,X,Y,px,py,n,h,k,0,0,0,0,0,0,0,colision,contador,0,0);
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%DEFORMACION LOCAL
%Si todavia hay contacto entre la herramienta y el material deformable.
if (colision™=0) || (itera>=colision)
%Ecuacién de deformacién local
ph=ph+dt*vel*grad.*phl;
colision=0;%Se inicializa para que no afecte a los otros ciclos
else
paro=paro+l;
end
%Se calcula el nuevo gradiente
grad=normgrad(ph,n,h);
%Se calcula el nuevo volumen interior
Vol=Volg(ph,ph2,n,h);%Se calcula el nuevo volumen
%Diferencia entre el volumen actual y el inicial

dif=(Vol-Vol0);

%MOVIMIENTO PARA LA COMPENSACION DE VOLUMEN
if (dif~=0)&&(ecuacion==1)
%0pcidén 1)Se utiliza sélo la funcién delta
ph=ph+dt*(Vol-Vol0)*dlcon(ph,n,h) .*ph2;
elseif (dif~=0)&&(ecuacion==2)
%0pcién 2)Se utiliza la norma del gradiente
ph=ph+dt*dif*grad.*ph2;
else

paro=paro+1;

%REINICIALIZACION
%E1 valor de reinicia es la frecuencia de reinicializacién
if reinicia™=0

if rem(contini,reinicia)==0

[ph] = reinit_SD(ph, h, h, 0.9, ’WENO’, 1);
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%VISUALIZACION
%0bjeto deformable inicial
contour (X,Y,ph0’, [0,0])
hold on
%Conjuntos de nivel
contour(X,Y,ph’,[-2:0.2:2])
%0bjeto deformable
contour (X,Y,ph’,[0,0],°k’)
%Herramienta
plot(px,py,’0’)
drawnow
hold off

end

A.4. Renderizacién haptica

JRENDERIZACION HAPTICA
[Xb,Yb,I,J,dinI,dinJ,hd,Ib,mx,my,valorHph,colision]=
rendhap(ph,X,Y,pX,py,n,h,k,I,J,dinI,dinJ,hd,mx,my,colision,contador,rig,accion);
%Esta funcién llama a otra que calcula los valores de los puntos discretos de la
f%herramienta virtual para determinar se se ha llevado a cabo una colisién con un
%objeto, en dado caso en que si hubiera, este algortimo llama a una funcién que se
f%encarga de calcular las fuerzas de contacto.
%Entradas:

%ph=Funcién ph

%X,Y=Vectores de los valores de la discretizacién de lo ejes coordenados, X y Y,

%respectivamente
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%px,py=Coordenadas x y y, respectivamente de los puntos discretos de la herramienta

%n=Nimero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados

%h=Tamafio de paso espacial

%k=Vector de coordenadas x y y, respectivamente, miaximas y minimas del cuadro que

%envuelve a la herramienta
%»I,J=Vector de coordenadas x y y, respectivamente, mdximas y minimas del cuadro
%envuelve a la herramienta
%dinI,dinJ=Diferencia entre los indices de las coordenas x y y, respectivamente,

%los vértices opuestos correspondiente al rectdngulo envolvente

que

de
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%shd=vector de distancias de que hay entre el punto cuya coordenada x es mx, con
%respecto a los lados verticales de la celda que lo contiene, asi como también de
%las distancias del punto cuya coordenada y es my con respecto a los lados
%horizontales de la celda que lo contiene
Jmx ,my=Coordenadas sobre el eje x y y maximas de los puntos de la herramienta
%colision=Pardmetro indicador de colisién (’0’=No hay colisiémn, ’<=0’=Si hay
%hcolisién)
%hcontador=Indica el nimero de iteraciones totales que se han llevado a cabo antes
%de haber colisiones
%mx ,my=Coordenadas sobre el eje x y y minimas de los puntos de la herramienta
%rig=Indice de de rigidez en caso de respuesta de colisidnan
%acciénl=Indicador que en caso de tener el valor ’1’ permite calcular las fuerzas
%de contacto, en otro caso no lo hace

%Salidas:

%Xb,Yb=Indices o lugares de los puntos de la herramienta que est&n en colisién
%hdentro del vector Xb

%I,J=Vector de coordenadas x y y, respectivamente, mdximas y minimas del cuadro
%que envuelve a la herramienta

%dinI,dinJ=Diferencia entre los indices de las coordenas x y y, respectivamente, de
%los vértices opuestos correspondiente al rectangulo envolvente

%hd=Vector de distancias de que hay entre el punto cuya coordenada x es mx, con
hrespecto a los lados verticales de la celda que lo contiene, asi como también de
%las distancias del punto cuya coordenada y es my con respecto a los lados
%horizontales de la celda que lo contiene

%Ib=Indices o lugares de los puntos de la herramienta que est&n en colisién dentro
%del vector Xb

%mx ,my=Coordenadas sobre el eje x y y minimas de los puntos de la herramienta
%valorHph=Valor de la funcién phi de los puntos de la herramienta en colisién
hcolision=Pardmetro indicador de colisién (’0’=No hay colisién, ’<=0’=Si hay

%colisiémn)

%DETECCION DE COLISION

if colision==

if contador==0
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%Menores coordenadas x e y de la herramienta (para que el rectdngulo envolvente
%no tenga mucho margen)

mx=min(px) ; %Coordenada minima x

s=min(find (px==mx)) ;%Se encuentra el Indice de px donde se encuentra el

%nuimero mds chico. "min" es para asegurar que t sea real y no vector.

my=min(py) ; #Coordenada minima y

Mx=max (px) ; hCoordenada mdxima en x

My=max (py); %Coordenada minima en y

%CONSTRUCCION DEL CUADRADQ ENVOLVENTE DE LA HERRAMIENTA
%Esta parte sélo sirve inicialmente.
for i=1:n
if (X(1)<=mx)&& (mx<X(i+1))
I(D=i;
end
if (X(3)<=Mx)&& (Mx<X(i+1))
I(2)=i+1;.
dinI=abs(I(2)-I(1));
end
if (Y(i)<=my)&& (my<Y(i+1))
J(=1;
end
if (Y(i)<=My)&& (My<Y(i+1))
J(2)=i+1;
dinJ=abs(J(2)-J(1))+1;
end
end
%Se ordenan los valores de las coordenadas de la herramienta de menor a mayor
hcon respecto a px
[Xb,Ybl=orden(px,py,k);
%Valor minimo de todas las coordenadas Y de la herramienta
Ymy=min (Yb) ;
%Indice correspondiente a la coordenada Ymy en Yb

nl=min(find (Yb==Ymy)) ;

%DETECCION DE COLISION
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[Pcx,Pcy,hd,Ib,valorHph,colision]=
detcol(ph,X,Y,n,k,I,J,Xb,Yb,mx,my,nl,colision);
elseif contador™=0
%Se ordenan los valores de las coordenadas de la herramienta de menor a mayor
%hcon respecto a px
[Xb,Yb]l=orden (px,py,k);
%Valor minimo de todas las coordenadas Y de la herramienta
Ymy=min (Yb) ;
%Indice correspondiente a la coordenada Ymy en Yb

nl=min(find (Yb==Ymy)) ;

%RECONSTRUCCION DEL RECTANGULO ENVOLVENTE DE LA HERRAMIENTA
%Se verifica el desplazamiento de la herramienta, hacia la izquierda,
%derecha, arriba o abajo, para reconstruir la del cuadrado envolvente
%en todo el recorrido.
if (Xb(1)<mx) %Si la herramienta se mueve hacia la izquierda
if (X(I(1))<Xb(1))&&(Xb(1)<X(I(1)+1))
I(1)=I(1)-floor(abs((abs(Xb(1)-mx)-hd(2)))/h);
else
I(1)=I(1)-floor(abs((abs(Xb(1)-mx)-hd(1)))/h)-1;
end
I(2)=I(1)+dinI;
mx=Xb(1);
elseif Xb(1)>mx %Si la herramienta se mueve a la derecha
if (X(I(1))<Xb(1))&&(Xb(1)<X(I(1)+1))
I(1)=I(1)+floor(abs((abs(Xb(1)-mx)-hd(2)))/h);
else
I(1)=I(1)+floor(abs((abs(Xb(1)-mx)-hd(2)))/h)+1;
end
I(2)=I(1)+dinI;
mx=Xb(1);
end
if (Ymy<my) %Si la herramienta se mueve hacia abajo
if (Y(I(1))<Ymy)&& (Ymy<Y(J(1)+1))
J(1)=J(1)-floor (abs((abs(Ymy-my)-hd(4)))/h);

else
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J(1)=J(1)-floor (abs((abs (Ymy-my)-hd(3)))/h)-1;
end
J(2)=J(1)+dinJ;
my=Ymy;
elseif Ymy>my %Si la herramienta se mueve hacia arriba
if (Y(J(1))<Ymy)&& (Ymy<Y(J(1)+1))
J(1)=J(1)+floor (abs((abs (Ymy-my)-hd(4)))/h);
else
J(1)=J(1)+floor (abs ((abs (Ymy-my)-hd(4)))/h)+1;
end
J(2)=J(1)+dinJ;

my=Ymy ;

%DETECCICON DE COLISION
[Pcx,Pcy,hd,Ib,valorHph,colision]=
detcol(ph,X,Y,n,k,I,J,Xb,Yb,mx,my,nl,colision);

end

%RESPUESTA DE COLISION
if (colision™=0)&&(accion>3)
[F,gradx,grady,m]=respcol(X,Y,h,n,ph,Xb,Yb,Pcx,Pcy,valorHph,Ib,rig);

end

%DETECCION DE COLISION
function [Pcx,Pcy,hd,Ib,valorHph,colision]=
detcol(ph,X,Y,n,k,I,J,Xb,Yb,mx,my,nl,colision)
%Esta funcién sirve para calcular el valor ph decada uno de los puntos de la
%herramienta por medio de interpolacién de los valores de los puntos de la celda en
%donde se encuentra cada uno
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%X,Y=Vectores de los valores de la discretizacién de lo ejes coordenados, X y Y,
%respectivamente

/n=Nimero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados
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%k=Nimero de puntos de la herramienta
%I,J=Vector de coordenadas x y y, respectivamente, maximas y minimas del cuadro que
henvuelve a la herramienta
%Xb,Yb=vectores de coordenadas x y y, respectivamente, de los puntos de la
Jherramienta ordenados de menor a mayor con respecto a los valores del vector pcx
%mx ,my=Coordenadas sobre el eje x y y minimas de los puntos de la herramienta
%nl=Indice
%hcolision=Variable que indica si ya hubo o no colisién (’0’=no hay colisién,
%’>0’= ya hubo colisiones)

%Salidas:

%Pcx,Pcy=Indices de las coordenadas x y y, respectivamente, del vértice extremo
%derecho inferior de la celda en que se encuentra el punto de al herramienta en
%colisidn

%hd=vector de distancias de que hay entre el punto cuya coordenada X es mx, con
hrespecto a los lados verticales de la celda que lo contiene, asi como también de
%las distancias del punto cuya coordenada y es my con respecto a los lados
%horizontales de la celda que lo contiene

%Ib=Indices o lugares de los puntos de la herramienta que estdn en colisién dentro
%del vector Xb

%valorHph=El valor de la funcién ph de los puntos de la herramienta en colisién
%colision=Variable que indica si ya hubo o no colisién (’0’=no hay colisién,

%’>0°= ya hubo colisiones)

%Se limita el lugar donde puede alcanzar el cuadrado envolvente para aplicar el

%algoritmo

if (1<=J(1))&&(J(1)<n+1)&&(1<J(2))&&(J(2)<=n+1)&&(1<=I(1))&&(I(1)<n+1)&&

(1<I(2)) &&(I(2)<=n+1)

%Se revisan todas las celdas de todos los puntos de la herramienta barriendo las
%celdas del cuadro envolvente.
consi=I(1);
consj=J(1);
for t=1:k
for i=consi:I(2)-1 %Se empieza a verificar desde la celda con la coordenada en

%x mads pequeila.
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if (X(1)<=Xb(t))&&(Xb(t)<=X(i+1))
consi=i;
if t==
hd(1)=abs(X(i)-mx) ;%distancia con el lado izquierdo de la celda
hd(2)=abs (mx-X(i+1));%distancia con el lado derecho de la celda
end
break;
end
end
for i=J(1):J(2)-1 Se empieza a verificar desde la celda con la coordenada en y
%més pequeiia.
if (Y(1)<=Yb(t))&&(Yb(t)<=Y(i+1))
consj=i;
if t==n1l
hd(3)=abs(Y(i)-my);%distancia con el lado de abajo de la celda
hd (4)=abs(my-Y(i+1));%distancia con el lado de la celda
end
break;

end

%DETECCION DE COLISION
%Se interpola el valor de los puntos de la herramienta con los valores de la
%funcién distancia de los vértices de la celda que les corresponde
Hph=(ph(consi,consj)*(X(consi+1)-Xb(t))*(Y(consj+1)-Yb(t))+
ph(consi+l,consj)*(Xb(t)-X(consi))*(Y(consj+1)-Yb(t))+
ph(consi,consj+1)*(X(consi+1)-Xb(t))*(Yb(t)-Y(consj))+
ph(consi+l,consj+1)*(Xb(t)-X(consi))*(Yb(t)-Y(consj)))
/((X(consi+1)-X(consi))*(Y(consj+1)-Y(consj)));
%Se seleccionan los puntos, valores e indices correspondientes de los puntos
%que estan en colisién
if Hph<=0
colision=colision+1;
valorHph(colision)=Hph;
Pcx(colision)=consi;

Pcy(colision)=consj
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Ib(colision)=t;
end
end
%Variables que se tienen que inicializar debido a la definicién de la funcidn
%detcol
if colision==0
valorHph=0;
Pcx=0;
Pcy=0;
Ib=0;
end

end

%RESPUESTA DE COLISION
function [F,gradx,grady,m]=respcol(ph,X,Y,ch,Pcy,n,h,Xb,Yb,Ib,valoerh,rig)
%Esta funcién se encarga de encontrar los vectores de fuerza correspondientes a cada
f%uno de los puntos de herramienta en colisidén, utilizando la de Hooke. También calcula
%la fuerza final ejercida en el centro de masas de la herramienta.
%Entradas:
%ph=Funcién ph
%X,Y=Vectores de los valores de la discretizacién de lo ejes coordenados, X y Y,
%respectivamente
%ch,Pcy=fndices de las coordenadas X y y, respectivamente, del vértice extremo
%derecho inferior de la celda en que se encuentra el punto de al herramienta en
%hcolisién
%n=Nimero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados
%h=Tamafio de paso espacial
%Xb,Yb=vectores de coordenadas x y y, respectivamente, de los puntos de la
%herramienta ordenados de menor a mayor con respecto a los valores del vector pcx
%Ib=Indices o lugares de los puntos de la herramienta que estdn en colisidén dentro
%del vector Xb
%valorHph=El valor de la funcién phi de los puntos de la herramienta en colisién
hrig=indice de rigidez
%Salidas:
%F=Vector final de fuerza aplicado al centro de masas de la herramienta

%gradx,grady=coordenadas x y y, respectivamente, de los vectores de fuerza
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%hcorrespondientes a cada uno de los puntos de la herramienta que estd en colisidn

%m=Ntumero de puntos en colisién

Y%Fuerza

F=0;%Inicializacién

%Puntos de la herramienta en colisién

m=size(Pcx,2);

%Se barre con todos los puntos que estdn en colisién

for i=1:m

%CALCULO DE FUERZAS

%Se construye los gradientes de cada uno de los vértices de las celdas

hgradl corresponde a (Pcx(i),Pcy(i)), grad2 corresponde a (Pcx(i)+1,Pcy(i)),

%grad3 corresponde a (Pcx(i),Pcy(i)+1) y grad4 corresponde (Pcx(i)+1,Pcy(i)+1).

if (1<Pcx(i))&&(Pcx(i)<n+1)

gradl (1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))-ph(Pcx(i)-1,Pcy(i)))/(2*h);

if (1<=Pcy(i))&&(Pcy(i)<n+1)

end

grad3(1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)-1,Pcy(i)+1))/(2*h);
if Pcy(i)~=1
gradl(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)-1))/(2%h);
else
gradl(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/h;
end
if (1<Pcy(i)+1)&&(Pcy(i)+1<n+1)
grad3(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+2)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)))/(2%h);
elseif Pcy(i)+1==n+1
grad3(2)=(ph(Pcx(i),Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/h;

end

if (1<Pcx(i)+1)&&(Pcx(i)+1<n+1)

grad2(1)=(ph(Pcx(i)+2,Pcy(i))-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/(2%h);

if (1<=Pcy(i))&&(Pcy(i)<n+1)
grad4 (1) =(ph(Pcx(i)+2,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1))/(2*h);
if Pcy(i)~=1
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grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)-1))/(2*h);
else
grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))) /h;
end
if (1<Pcy(i)+1)&&(Pcy(i)+1<n+1)
grad4 (2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+2) -ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/(2*h);
elseif Pcy(i)+1==n+1
grad4(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/h;
end
end
elseif (Pcx(i)+1==n+1)
grad2(1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/h;
if (1<=Pcy(i))&&(Pcy(i)<n+1)
grad4(1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1))/h;
if Pcy(i)™=1
grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)-1))/(2*h);
else
grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))) /h;
end
if (1<Pcy(i)+1)&&(Pcy(i)+1<n+1)
grad4 (2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+2)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/(2*h);
elseif Pcy(i)+1==n+1
grad4(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))) /h;
end
end
end
elseif (Pcx(i)==1)
gradl (1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i))-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/h;
if (1<=Pcy(i))&&(Pcy(i)<n+1)
grad3(1)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1))/h;
if Pcy(i)~=1
gradl(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i),Pcy(i)-1))/(2%h);
else
gradl(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)))/h;
end

if (1<Pcy(i)+1)&&(Pcy(i)+1<n+1)
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grad3(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+2)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)))/(2*h);
elseif Pcy(i)+1==n+1
grad3(2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)))/h;
end
end
if (1<Pcx(i)+1)&&(Pcx(i)+1<n+1)
grad2(1)=(ph(Pcx(i)+2,Pcy(i))-ph(Pcx(i),Pcy(i)))/(2%h);
if (1<=Pcy(i))&&(Pcy(i)<n+1)
grad4 (1)=(ph(Pcx(i)+2,Pcy (i) +1)-ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1))/(2*h);
if Pcy(i)~=1
grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)-1))/(2*h);
else
grad2(2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/h;
end
if (1<Pcy(i)+1)&&(Pcy(i)+1<n+1)
grad4 (2)=(ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)+2)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/(2*h);
elseif Pcy(i)+1==n+1
grad4 (2)=(ph(Pcx (i) ,Pcy(i)+1)-ph(Pcx(i)+1,Pcy(i)))/(2%h);

end

%CALCULO DE GRADIENTES Y NORMALES POR INTERPOLACION
%Se encuentra el gradiente de la funcién ph en los puntos de la herramienta que
%estdn en colisién
grad=(gradl*(X(Pcx(i)+1)-Xb(Ib(i)))*(Y(Pcy(i)+1)-Yb(Ib(i)))+

grad2* (Xb(Ib(i))-X(Pcx(i)))*(Y(Pcy(i)+1)-Yb(Ib(i)))+

grad3* (X (Pcx(i)+1)-Xb(Ib(i)))*(Yb(Ib(i))-Y(Pcy(i)))+

grad4* (Xb(Ib(i))-X(Pcx(i)))*(Yb(Ib(i))-Y(Pcy(i))))

/(X (Pex(1)+1)-X(Pcx (1)) *(Y(Pcy (i) +1)-Y(Pcy(i))));
%Se extrae la direccién de este vector (vector unitario) y de le agrega el médulo
%igual valor absoluto del nA°mero de ph, valorHph(i) calculado previamente
%En caso de que se anule el valor anterior se pued escoger su valor aleatoriamente
%como se hace rrecurriendo a los gradientes mds cercanos como se hace en las

%iltimas cuatro opciones
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if norm(grad)~=0

%Direccién

gradx (i)=grad(1)/norm(grad) ;

grady (i)=grad(2) /norm(grad) ;
grad=grad/norm(grad) ;

%Médulo
gradx(i)=abs(valorHph(i))*gradx(i);
grady (i)=abs (valorHph(i))*grady(i);
grad=abs(valorHph(i))*grad;

elseif norm(gradl) =0

%#Direccién

gradx (i)=gradi1 (1) /norm(gradl);
grady (i)=grad1(2) /norm(gradl) ;
%Médulo

gradx (i)=abs(valorHph(i))*gradx(i);
grady (i)=abs (valorHph(i))*grady(i);
grad=abs (valorHph(i))*gradl;

elseif norm(grad2)~=0

%Direccidn

gradx (i)=grad2(1) /norm(grad2) ;
grady (i)=grad2(2) /norm(grad2) ;
“Médulo

gradx (i)=abs (valorHph(i))*gradx(i);
grady (i)=abs(valorHph(i))*grady (i) ;
grad=abs (valorHph(i))*grad?2;

elseif norm(grad3)~=0

#Direccién

gradx (i)=grad3(1) /norm(grad3);
grady (i)=grad3(2) /norm(grad3) ;
#Médulo

gradx (i)=abs(valorHph(i))*gradx (i) ;
grady (i)=abs(valorHph(i))*grady (i) ;
grad=abs (valorHph(i))*grad3;

elseif norm(grad4)~=0

%Direccién

gradx (i)=grad4 (1) /norm(grad4) ;

APENDICE A. ALGORITMOS
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grady(i)=grad4(2) /norm(grad4) ;
#Médulo
gradx(i)=abs(valorHph(i))*gradx(i);
grady (i)=abs(valorHph(i))*grady (i) ;
grad=abs (valorHph(i))*grad4;

%SUMA DE FUERZAS RESULTANTES

F=F+rig*grad;’Se agrega la rigidez

%PROMEDIO DE FUERZAS RESULTANTES
F=F/m;

A.5. Funciones auxiliares

%NORMA DEL GRADIENTE
function [gr]=normgrad(ph,n,h)
%Con esta funcién se calcula la norma del gradiente de una funcién implicita ph en una
%malla de n+ixn+1
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%n=Ntumero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados
%h=Tamafio de paso espacial
%Salidas:

%gr=El gradiente de phi

%CALCULO DE LA NORMA DEL GRADIENTE

%E1l gradiente de los puntos que no estan en la frontera se calcula con diferencias
%centradas

gr(2:n,2:n)=sqrt((ph(3:n+1,2:n)-ph(1:n-1,2:n)).72/(2%h) "2+
(ph(2:n,3:n+1)-ph(2:n,1:n-1)).72/(2%h) "2) ;

%E1l gradiente de la frontera se calcula a partir de condiciones de frontera adiabaticas
gr(1,:)=0;

gr(n+l,:)=0;

gr(:,1)=0;
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gr(:,n+1)=0;

%FUNCION DELTA CONTINUA
function [delta]=dlcon(ph,n,h)
%Con esta funcién se construye en una malla n+ixn+l una aproximacién continua a la
%funcién delta de una funcién implicita ph
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%n=Ntumero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados
%h=Tamafio de paso espacial
%Salidas:

%delta=Funcién delta

/%Pardmetro que determina la longitud de banda de aproximacién a la funcién delta

epsilon=1.5%h;

%CONSTRUCCION DE LA FUNCION DELTA
for i=1:n+1
for j=1:n+1
if (-epsilon<=ph(i,j))&&(ph(i,j)<=epsilon)
delta(i,j)=1/(2*epsilon)+(1/(2xepsilon))*cos(pi*ph(i,j)/epsilon);
else
delta(i,j)=0;
end
end

end

%VOLUMEN FUERA DE LA HERRAMIENTA
function [Vol]=Volg(ph,ph2,n,h)
%Esta funcidén calcula el "volumen" del material deformable que se encuentra fuera de
%la herramienta
%Entradas:
%ph=La funcién ph
%ph2=La malla que define el exterior de la herramienta con valor ’1’ y ’0’ donde se
hencuentra esta

/n=Nimero de puntos en que se discretiza los ejes coordenados
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%h=Tamafio de paso espacial
%Salidas:

%Vol=Volumen del material deformable fuera de la herramienta

%Volumen

Vol=0;%Inicializacién

%CONSTRUCCION DEL VOLUMEN
for i=1:n+1
for j=1:n+1
if (ph(i,j)<=0)&&(ph2(i,j)==1)
Vol=Vol+1;
end
end
end

Vol=Volx*hx*h;%Volumen

%0RDENACION DE LOS PUNTOS DE LA HERRAMIENTA pPx
function [Xb,Yb]=orden(px,py,k);
%Funcién que se encarga de ordenar los puntos de la herramienta de menor a mayor con
f%respecto al vector de coordenadas px
%Entradas:
%px,py=son los vectores de coordenadas x y y, respectivamente, de los puntos de la
Jherramienta
%k=Nimero de puntos de la herramienta
%Salidas:
%Xb,Yb=vectores de coordenadas x y y, respectivamente, de los puntos de la

%herramienta ordenados de menor a mayor con respecto a los valores del vector pcx

7%0RDENAMIENTO

for i=1:k
Xb(i)=px(i);
Yb(i)=py(i);

for j=1:i-1
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if Xb(i-j)<=Xb(i-j+1)
break;

elseif Xb(i-j)>Xb(i-j+1)
temp=Xb(i-j);
Xb(i-j)=Xb(i-j+1);
Xb(i-j+1)=temp;
temp=Yb(i-j);
Yb(i-j)=Yb(i-j+1);
Yb(i-j+1)=temp;

end

end

end
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