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Capítulo 1

Preliminares

Antes de poder hablar del aprendizaje profundo, o de redes neuronales convolucionales,

es importante sentar las bases matemáticas y computacionales requeridas para su estudio.

A continuación, se presentan algunas definiciones y resultados conocidos de temas tales

como cálculo, álgebra y ciencias de la computación.

1.1. Resultados de Cálculo y Álgebra lineal

Definición 1.1. Sean A y B dos conjuntos. El producto cartesiano A×B se define como

A ×B ∶= {(a, b) ∶ a ∈ A y b ∈ B}. (1.1)

De igual manera sean A1, ...,As son conjuntos, el producto cartesiano se define como

A1 ×A2 × ... ×As = {(a1, ..., as) ∶ ai ∈ Ai, i = 1, ..., s}. (1.2)

De modo natural, se define An ∶= A ×A × ... ×A donde A se repite n veces.

A su vez, es conveniente destacar otra notación

Notación 1.2. Sean a1, ..., an ∈ N. Denotamos Ra1×a2×...×as ∶= Ra1 × ... ×Ras.

Definición 1.3. Sean u, v ∈ Rn, el producto punto de u con v denotado como u ⋅ v es

u1v1 + u2v2 + ... + unvn, (1.3)

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

donde ui y vi representan la i-ésima entrada de los vectores u y v respectivamente.

Definición 1.4 (Polinomio de Taylor). Sea f una función n veces diferenciable, y sea

ak =
f (k)(a)
k!

.

Se define el Polinomio de Taylor de grado n para f en a como

Pn,a(x) = a0 + a1(x − a) +⋯ + an(x − a)n.

dónde f (k) representa la k-ésima derivada de f .

El polinomio Pn,a(x) ha sido definido de manera que Pn,a(a) = f(a) para 0 ≤ k ≤ n.

Definición 1.5. Sea f una función tal que Pn,a(x) existe, definimos el término residual

Rn,a(x) como

Rn,a(x) = f(x) − Pn,a(x). (1.4)

Teorema 1.6 (Teorema de Taylor). Supóngase que f (1), f (2), ..., f (n+1) están definidos

en [a, x]. Entonces
Rn,a(x) =

f (n+1)(t)
(n + 1)! (x − a)n+1 (1.5)

para algún t ∈ (a, x).

Para clasificar las imágenes, los algoritmos de inteligencia artificial extraen caracterís-

ticas importantes de una imagen. ¿Qué puede ser tomado en cuenta como importante?

Podría pensarse que las esquinas, los bordes u otros detalles. Sin embargo, los algoritmos

de aprendizaje automático suelen ser tomadas como cajas negras, dónde las características

relevantes de una imagen, a simple vista no parezcan intuitivas bajo la percepción humana.

Definición 1.7 (Característica). Una característica x es un elemento de Rw×h×d, dónde

w,h ∈ N representan las dimensiones espaciales y d la cantidad de canales.

Definición 1.8. Sea x una característica en Rh×w×d. La vectorización de x, denotada

X = vec(x) es un vector en Rhwd tal que

X(k−1)hw+(i−1)w+j = xi,j,k, (1.6)

para todos i = 1,2, ..., h, j = 1,2, ...,w, k = 1,2, ..., d.
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Figura 1.1: En las redes neuronales convolucionales, las imágenes pasan por múltiples

filtros. El resultado de cada convolución, es una característica.

Definición 1.9. Una matriz H es llamada Circulante si es de la forma

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h0 h1 ⋯ hN−1

hN−1 h0 ⋯ hN−2

⋮ ⋮ ⋮
h1 h2 ⋯ h0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.7)

ya que H queda completamente determinada con la primera fila, es posible escribir H =
circ(h0, ..., hN−1).

Definición 1.10. Una matriz H es llamada Doblemente Circulante por Bloques si es de

la forma

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

H0 H1 ⋯ HN−1

HN−1 H0 ⋯ HN−2

⋮ ⋮ ⋮
H1 H2 ⋯ H0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= circ(H0, ...,HN−1) ∈ RN2
×N2

(1.8)

dónde Hi = circ(hi,0, ..., hi,N−1) ∈ RN×N .

Definición 1.11. Una función vectorial es una función de la forma f ∶ R→ Rn.
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Definición 1.12. La derivada f ′ de una función vectorial f ∶ R→ Rn se define como

f ′(t) = ĺım
h→0

f(t + h) − f(t)
h

. (1.9)

Un teorema útil para encontrar derivadas vectoriales es el siguiente:

Teorema 1.13. La derivada f ′ de una función vectorial f = (f1, f2, ..., fn), con fi ∶ R→ R

está dada por

f ′(t) = (f ′1(t), f ′2(t), ..., f ′n(t)). (1.10)

Definición 1.14 (Gradiente). Sea f ∶ Rn → R. El gradiente de f es el vector conformado

por las derivadas parciales en cada una de las n variables:

∇f = ( ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xn
) . (1.11)

Proposición 1.15 (Regla de la cadena). Sea f ∶ Rn → R y v ∶ R → Rn. Es posible hallar

la derivada de la composición.

d

dt
(f ○ v) = ∇f(v(t)) ⋅ v′(t) (1.12)

Definición 1.16 (Notación O-grande (Big O)). Sean f y g funciones f, g ∶ N → R+.

Decimos que f(n) = O(g(n)) si existen enteros positivos c y n0 tales que para cualquier

entero n ≥ n0,

f(n) ≤ cg(n). (1.13)

Cuando f(n) = O(n), decimos que g(n) es una cota asintótica superior de f(n).

1.2. Visión Computacional

El problema de clasificación de imágenes, pertenece a la rama de la visión computacio-

nal. La siguiente definición de imagen fue extraída del libro [1].

Definición 1.17. Una imagen digital es una función I ∶ D ⊂ Z2 → U . Dónde el domino

es un rectángulo con coordenadas enteras D = [1,M] ∩Z× [1,N] ∩Z. La terna (x, y, u) se

conoce como pixel.
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Cuando las imágenes son a escala de grises se tiene que U = [0,255] ∩ Z. Es decir

que u ∈ U es un valor de 0 a 255.

Si las imágenes son a color, consideramos U = ([0,255] ∩ Z)3. Es decir que u ∈ U
es una terna de valores de 0 a 255. A cada entrada de la terna se conoce como un

canal de color.

Por otro lado, las imágenes pueden ser almacenadas en estructuras de datos conocidas

como tensores. Los tensores son arreglos multidimensionales, utilizados en aprendizaje de

máquina (ML por sus siglas en inglés) para almacenar datos. Es posible representar una

imagen digital I como un Tensor de tres dimensiones.

Ti,j,k = uk, (u1, u2, u3) = I(i, j), k = 1,2,3 (1.14)

1.3. Inteligencia artificial y Aprendizaje profundo

El Aprendizaje de Máquina es un caso particular de la inteligencia artificial, en donde la

máquina aprende de los datos proporcionados. Para entender este concepto es importante

definir qué significa aprender.

Definición 1.18. Se dice que un programa de computadora aprende de la experiencia E

respecto a un conjunto de tareas T y medida de rendimiento P si el rendimiento en las

tareas en T , medido con P mejora gracias a la experiencia E [2].

Ya que aprender, implica mejorar el rendimiento en una tarea específica, es pertinente

remarcar algunas de las tareas más comunes en el campo del aprendizaje automático:

1. Clasificación. Consiste en que el modelo reconozca que elementos pertenecen a

ciertas clases, teniendo en cuenta sus características. Por ejemplo, distinguir perros

de gatos, o en el caso de este proyecto, diferenciar, tipos de polen y polvo.

2. Regresión. Aquí lo que se busca es usar la información existente para tener una

predicción aproximada de algún escalar. Por ejemplo, predecir el precio de una casa

dadas sus características (ubicación, número de cuartos, antigüedad, etc).
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3. Agrupamiento (Clustering). Este es un método de aprendizaje que tiene como

objetivo detectar similitudes entre las instancias, y separarlas en grupos de elementos

similares entre sí.

1.3.1. Sobreajuste y Desajuste

En la mayoría de las tareas que puede realizar un modelo de aprendizaje automático,

lo que se busca es encontrar una función f ∶D → R. donde nuestro dominio D pueden ser

imágenes, tensores, o sólo una tabla con datos relevantes. Por ejemplo, nuestra función f

podría ser la temperatura f(x) de mañana donde x es un vector con información sobre

la presión atmosférica, la temperatura de ayer, y la velocidad del viento. Por supuesto, la

función f es desconocida, y el aprendizaje automático sólo pretende aproximarse lo mejor

posible. D podría ser un conjunto infinito, muy grande, o simplemente poco explorado.

Asumiendo que se tiene un conjunto finito Xall = {(x, f(x)) ∶ x ∈ Xall ⊆ D}. Nuestro
objetivo será aproximar f haciendo uso de los datos conocidos. Un buen intento inicial

es f̂ ∶ D → R, dado por f̂(x) = f(x). Sin embargo, esto no nos da información con

respecto a los valores fuera de Xall. Claro que si D fuesen los reales, bastaría con hacer

una interpolación, o incluso se puede definir

f̂(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

f(x) si x ∈X
0 si x ∉X

(1.15)

Esto por supuesto sería una función que predice perfectamente los valores f(x). Sin
embargo, es claro que cualquier x ∉ X generará un resultado incorrecto. Cuando ocurre

esto, decimos que el modelo no generaliza bien. Es decir, tiene sobreajuste.

Para evitar el sobreajuste, es importante que nuestro modelo entrene utilizando un

conjunto X y sea evaluado con un conjunto de prueba X ′, cuyos datos no hayan influido

en la aproximación de f̂ . Para determinar cuán buena fue nuestra aproximación, se utiliza

una función denominada función de costo. Una de las funciones de costo más comunes es
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Figura 1.2: Cuando un modelo tiene sobreajuste se dice que memorizó las etiquetas de los

datos, en vez de encontrar patrones para generalizar.

la raíz cuadrada media RMSE.

RMSE =
¿
ÁÁÀ n

∑
i=1

(ŷi − yi)2

n
, (1.16)

donde ŷi = f̂(xi) y {(xi, yi)}Ni=1 puede ser el conjunto de prueba o el de entrenamiento.

Los modelos suelen minimizar la función de costo en el conjunto de entrenamiento, con la

esperanza de a su vez minimizar el error de prueba.

Sin embargo, el conjunto de funciones que puede adoptar un modelo, depende de

la cantidad de parámetros que este tenga, lo cual se conoce como capacidad. Con una

capacidad suficiente, siempre es posible hacer un mapeo perfecto entre entradas y etiquetas.

Sin embargo, no es la función que se adapte mejor a los datos de entrenamiento la que es

más conveniente, sino la que generalice mejor. Cuando la capacidad de un modelo es muy

reducida, puede ocurrir que no sea posible reducir el error de entrenamiento y con ello se

dice que el modelo sufre de un desajuste.

1.3.2. Regularización

Cuando se entrena un modelo, son necesarias dos partes:
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Figura 1.3: Cuando el error de entrenamiento es muy grande, la causa podría ser un

desajuste.

1. Optimización: en donde se busca minimizar la función de costo.

2. Generalización: es importante que las predicciones de nuestro modelo sean aplicables

con datos que no hayan sido vistos en el entrenamiento.

Sin embargo, no es fácil conseguir ambos objetivos simultáneamente. En vez de priorizar

alguno de los dos, la regularización pretende lograr que se satisfagan ambos de la mejor ma-

nera. Es decir, la regularización es cualquier modificación en el algoritmo de entrenamiento

cuyo objetivo sea reducir el error de generalización, pero no el error de entrenamiento.

Una de las formas más comunes de regularizar un modelo que aprende la función

f(x, θ), es agregando una penalización R(θ) a la función de costo, donde θ son los pará-

metros del modelo.

1.3.3. Función de activación.

Con la intención de ampliar el conjunto de funciones que un modelo puede predecir,

en cada capa de las redes neuronales se incluye una función no lineal denominada función
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de activación. En caso de no incluirla, el conjunto de funciones disponibles para nuestro

modelo serían sólo funciones lineales, debido a que la composición de dos funciones lineales

L1 y L2 da lugar a otra función lineal L1 ○L2.

Existen muchos ejemplos de funciones no lineales. En un principio se usaban funciones

suaves como la función sigmoidal (1 + exp(x))−1, la tangente hiperbólica tanh(x), o la

función Softplus
1

β
log(1+ exp(βx)). Sin embargo, los modelos recientes utilizan funciones

no suaves como es el caso de la más popular, ReLU máx(x,0).

Figura 1.4: Funciones de activación comúnmente utilizadas.

1.3.4. Transferencia de aprendizaje

La transferencia de aprendizaje en el campo del aprendizaje profundo, es un concepto

motivado por la psicología, que se basa en usar conocimientos adquiridos para cierta tarea
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A, con el objetivo de aprender alguna tarea B [3]. Por ejemplo, si una persona sabe bailar

salsa, posiblemente pueda usar esos conocimientos para aprender a bailar bachata.

En la mayoría de los casos, los conjuntos de datos tienen una cantidad limitada de

imágenes etiquetadas. Una posible solución a este problema, es usar aprendizaje semisu-

pervisado, el cuál requiere algunas imágenes etiquetadas, pero también se pueden usar

varias imágenes no etiquetadas. Sin embargo, incluso los conjuntos de datos no etique-

tados, pueden ser insuficientes. Cuando se tienen conjuntos de datos muy pequeños, es

posible apoyarse de modelos pre-entrenados con millones de imágenes, con la esperanza

de que las características aprendidas anteriormente, sean de utilidad en el nuevo conjunto

de datos.

1.3.5. Conjuntos desbalanceados

Cuando se enfrenta el problema de clasificación, digamos con m clases, uno esperaría

que tengamos suficientes ejemplos de cada clase. Más aún, para que nuestro modelo no

tenga ningún sesgo por ninguna clase, es preferible que en nuestro conjunto de entrena-

miento, todas las clases tengan una cantidad similar de ejemplos. De lo contrario, nuestro

modelo podría ser entrenado con demasiados elementos de una clase particular C, y ten-

dería a clasificar muchos elementos en la clase C. Además de esto, si nuestro conjunto de

prueba también está desbalanceado, no se vería reflejado el sesgo en métricas comunes

como la exactitud y la precisión.

Definición 1.19. Sea C un conjunto de datos, cuyas clases son C1, ...,Cm. Un conjunto de

datos se dice balanceado con tolerancia de ε si

1 − ε ≤ ∣Ci∣
∣Cj ∣

≤ 1 + ε, i, j = 1,2, ...,m. (1.17)

Un conjunto es desbalanceado bajo la tolerancia ε si no es balanceado.

Para efectos prácticos, diremos que un conjunto balanceado con tolerancia ε = 0,1

Ejemplo 1.20. Supóngase ahora que dada una lista de características, se quiere clasificar

a las personas infectadas de COVID-19. En México el índice de positividad en la semana
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46 fue del 17 % [4]. Por lo que si se toman todas las pruebas realizadas se tendría la

siguiente razón:
∣CNeg ∣
∣CPos∣

= 4,8823 > 1,1. (1.18)

El tamaño de la clase de pruebas negativas es casi 5 veces mayor al tamaño de la clase

de pruebas positivas. Por consiguiente, estaríamos en presencia de un conjunto de datos

desbalanceado.

Figura 1.5: Ejemplos de conjuntos balanceados y desbalanceados.

Afrontar un problema con un conjunto desbalanceado

La forma principal de lidiar con un conjunto desbalanceado es, valga la redundancia

balancear el conjunto. Es decir, forzar al conjunto a tener clases cuyos tamaños coincidan.

Para conseguir esto, es posible seguir distintas estrategias.

Submuestreo. Consiste en tomar la clase mayoritaria (la clase con menor número de

elementos) y eliminar algunas instancias, de modo que el conjunto quede balanceado.
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La manera más sencilla, es tomando elementos aleatorios del conjunto. Sin embargo,

esto puede retirar instancias que contengan información esencial, por lo que sólo es

recomendable en caso de tener un conjunto de datos muy grande.

Otros algoritmos, heurísticos se basan en dos diferentes modelos de teoría de ruido.

Algunos investigadores consideran que las instancias cercanas a los márgenes de cla-

sificación de dos clases, son consideradas ruido. Por otro lado, algunos investigadores

consideran que las instancias presentes en vecindades de varias etiquetas distintas, se

pueden considerar como ruido. De modo que en lugar de remover elementos aleato-

rios, estas estrategias implican hacer el submuestreo tomando en cuenta únicamente

las instancias que no sean ruido.

Sobremuestreo. Al igual que en el submuestreo, existe el sobremuestreo aleatorio,

el cual se basa en crear copias idénticas de las instancias de la clase minoritaria, de

modo que la nuestra clase minoritaria alcance la magnitud del resto de clases. Al

aplicar este método, se incrementa el riesgo de sobreajustar el modelo.

Otros algoritmos de sobremuestreo, generan instancias sintéticas para incrementar

la cantidad de datos en una clase. Existen diversas formas de conseguir esto. Una

posibilidad, es usando el aumento de datos únicamente en la clase minoritaria, permi-

tiendo rotaciones, traslaciones y otras transformaciones. Existe también algoritmos

como el VAE [5], SMOTE [6], MSMOTE [7].

Métricas distintas a la exactitud

Como hemos mencionado antes, la exactitud no debe ser la única métrica a considerar

en un problema con conjunto de datos desbalanceado. La razón es simple: es posible obtener

una muy buena exactitud sin realmente hacer predicciones de nuestra clase minoritaria.

Ejemplo 1.21. Si tenemos un conjunto de datos con dos clases, tal que una clase C1

representa el 99 % de las instancias, y la clase C2 el 1 % restante. Si tomamos el clasificador
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Figura 1.6: Representación gráfica del submuestreo y el sobremuestreo.

f ∶ C → {1,2}, f(x) = 1. Claramente nuestra exactitud sería del 99 %, pero las predicciones

de nuestra clase minoritaria aciertan un 0 % de las veces.

Una forma de sobrellevar el efecto visto en el ejemplo 1.21 es analizando el desempeño

del clasificador para cada clase por separado y luego hacer un promedio. En el caso de

nuestro ejemplo todas las instancias que en verdad pertenecen a la clase 1, fueron clasifi-

cadas correctamente (1.0), y las instancias que pertenecen a la clase 2, fueron clasificadas

todas incorrectamente (0.0). Con lo con esta nueva métrica tendríamos una puntuación

de 1,0+0,0
2 = 0,5. En el capítulo 6 se definen formalmente las métricas relevantes para este

trabajo. Sin embargo, las métricas más utilizadas para este tipo de problemas son las

siguientes:

Matriz de confusión: De ésta matriz, se pueden obtener métricas útiles tales como

Especificidad, Sensitividad, Precisión, Recall

F1-score: La media armónica de precisión y recall

ROC curves

Logloss
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Kappa: Exactitud de la clasificación, normalizada por el desbalance de clases en

nuestros datos.



Capítulo 2

Redes Neuronales Convolucionales

Las primeras Redes Neuronales Convolucionales (CNN por sus siglas en inglés) datan

de 1980 por Fuksihima [8] y 1998 desarrollada por Yann Lecun [9]. Sin embargo, no fue

hasta el 2012 con la introducción de la AlexNet [10] que la comunidad científica empezó a

destinar recursos considerables a su estudio. Con el propósito de entender a profundidad a

las CNNs, definiremos lo que es una convolución. Para un estudio más detallado es posible

consultar [11, 12].

2.1. Convoluciones

La convolución es una operación binaria que tiene muchas aplicaciones en los campos de

matemáticas y física [13], tales como álgebra lineal y procesamiento de señales. En cuánto

a Inteligencia Artificial se refiere, las convoluciones son utilizadas para construir arquitec-

turas invariantes ante las traslaciones [14]. A continuación se definen matemáticamente

las convoluciones y en la Sección 2.2 se definen las CNNs.

Definición 2.1 (Convolución). Sean f, g ∶ R → R. La convolución de f con g, denotada

como f ∗ g se define como:

(f ∗ g)(t) = ∫
t

0
f(τ)g(t − τ)dτ

15



16 CAPÍTULO 2. REDES NEURONALES CONVOLUCIONALES

Una de las propiedades de las convoluciones es que son invariantes ante las traslaciones

[14].

Proposición 2.2. Sea Taf el operador de traslación definido por Taf(t) = f(t + a). Se
tiene que

Ta(I ∗K) = (Taf) ∗K. (2.1)

Sin embargo la Definición 2.1 no es muy práctica para los paradigmas computacionales,

pues las limitaciones físicas nos obligan discretizar la integral a modo de suma. Además,

las imágenes son funciones cuyo dominio es subconjunto de R2. Por lo que es necesario

extender la definición 2.1 a más de una dimensión.

Definición 2.3 (Convolución de una imagen con un kernel). Sea I una imagen y K un

kernel bidimensional. La convolución de I con K es la imagen (I ∗K) definida como:

(I ∗K)(i, j) = ∑
m
∑
n

I(m,n)K(i −m,j − n).

En varias bibliotecas de aprendizaje automático se implementa una correlación cruzada

en lugar de una convolución. La única diferencia entre una correlación cruzada y una

convolución es la orientación del Kernel. En este trabajo, adoptaremos la convención usual

de referirnos a las correlaciones como convoluciones.

Definición 2.4. Sea I una imagen y K un kernel bidimensional. La correlación cruzada

de I con K es la imagen definida por

(I ∗K)(i, j) = ∑
m
∑
n

I(i +m,j + n)K(m,n).

Cuando calculamos la correlación cruzada, desplazamos el kernel 1 pixel a la vez. Sin

embargo, es posible aumentar la cantidad de pixeles que avanza el kernel en cada iteración.

A esto se le conoce como tamaño de paso
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Figura 2.1: Representación de una convolución. Para cada posición del Kernel sobre la

imagen, se realiza una multiplicación entrada por entrada del Kernel y un conjunto de

pixeles de la imagen, del mismo tamaño que el Kernel.

2.1.1. Stride

Definición 2.5. Sea x una característica, y K un kernel. Denotamos la correlación cru-

zada con tamaño de paso a, de la siguiente manera

(I ∗K)∣a = (I ∗K)(i, j) = ∑
m
∑
n

I(i +m + a ⋅ i, j + n + a ⋅ j)K(m,n) (2.2)

Debido a las convenciones en la notación, a la correlación cruzada con tamaño de paso

a, también se le llamará convolución con tamaño de paso a.

2.1.2. Convoluciones con múltiples canales

Las imágenes RGB suelen tener 3 canales, cada uno representa la intensidad de cada

color: rojo, verde y azul respectivamente. Más aún, en las redes modernas, se suelen hallar

características con múltiples canales, en cada capa. Es por esto, que es imperativo definir

convoluciones para características con más de un canal. Antes de definir lo que es una

convolución para múltiples canales, definiremos un concepto más general de kernel.

Definición 2.6. Decimos que un kernel K multicanal tiene d1 canales de entrada y d2
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Figura 2.2: Convolución con tamaño de paso 2

canales de salida cuando K ∈ Rk×k×d1×d2.

K =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

K1,1 K1,2 ⋯ K1,d2

K2,1 K2,2 ⋯ K2,d2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Kd1,1 Kd1,2 ⋯ Kd1,d2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Cada Ki,j ∈ Rk×k representa un subfiltro de K.

Cuando no exista ambigüedad, los kernel multicanal también pueden ser denotados

como kernel.

Definición 2.7. Sean x ∈ Rh×w×d2 una característica y K ∈ Rk×k×d1×d2 un kernel con d1

canales de entrada y d2 canales de salida. Denotamos la convolución 2D de x y K como:

yj ∶=
d1

∑
i=1

Ki,j ⊗ xi, j = 1, ..., d2. (2.3)

2.1.3. Padding

Debido a que la operación de convolución utiliza pixeles adyacentes, no es posible

calcular los bordes de la imagen resultante. Suponiendo que se tiene una imagen de n × n
y un kernel de k × k con k impar. Sólo es posible calcular la parte interior de la imagen
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Figura 2.3: La convolución 2D puede ser usada con características de d1 canales y devolver

una característica de d2 canales.

resultante de tamaño n−k+1. Para solucionar este problema, en vez de hacer la convolución

con la imagen original I, extendemos la imagen hacia todos lados k−1
2 pixeles y realizamos

una nueva convolución con la imagen extendida Ĩ. La nueva imagen Ĩ contiene la misma

información que la imagen original I, por tanto no importa la información que se añada

en los nuevos pixeles. Sin embargo varias estrategias heurísticas han sido desarrolladas con

el paso de los años:

Constant Padding. Cuando se agrega un valor c en todo el borde. Cuando c = 0

se conoce como Zero Padding.

Zero Padding. Una posible opción y de las más utilizadas, es agregar ceros en el

borde. En [15] se descubrió que utilizando este tipo de padding codifica cierto grado
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Figura 2.4: El padding permite preservar el tamaño de la imagen después de la convolución.

de información de las posiciones absolutas. Efecto que no ocurre cuando no se utiliza

ningún tipo de padding.

Reflection Padding. Este padding se basa en reflejar los valores con respecto al

borde [16].

Symmetric Padding. Este padding es muy similar al reflection padding. En cada fila

toma todos los valores y los invierte. Siendo esto lo que aparece en los bordes.

Definición 2.8. Sea x ∈ Rh×w una característica. Sea x̃ ∈ R(h+2s)×(w+2r) con s < h y r < w
la característica extendida. Definimos algunos de los paddings como sigue:

1. Zero Padding:

x̃i,j =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

xi−s,j−r si s < i < h + s y r < j < w + r
0 en otro caso

. (2.4)

2. Reflection Padding:

x̃i,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xi−s,j−r si s < i < h + s y r < j < w + r
xi−s,r−j+2 si j < r
xs−i+2,j−r si i < s
x2h+s−i,j−r si i > h + s
xi−s,2w+r−j si j > w + r

. (2.5)
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En [16] tras un estudio exhaustivo en el Image Net concluyen que el symmetric padding

y el reflection padding obtienen peores resultados que el Zero padding.

2.1.4. Agrupación (Pooling)

Una vez que la red encuentra características en una imagen, es posible que algunas

secciones relevantes sean más grandes que otras. Por eso mismo, se implementa el Down-

sampling, es decir reducir el tamaño de las imágenes, para que nuestro kernel pueda

encontrar cosas de distintos tamaños conforme las capas van reduciendo el tamaño de la

imagen. La pregunta que surge es, ¿Cómo reducimos el tamaño de una imagen? Sea como

sea, siempre algo de información se pierde. Sin embargo existen métodos para resumir la

información de varios pixeles en un sólo pixel. Algunos de estos métodos son

Max pooling . Dada una vecindad rectangular de pixeles, el Max pooling consiste

en tomar el máximo valor dentro de esta vecindad.

Average pooling . Al igual que en el anterior caso, se toma una vecindad rectangular

de pixeles. Sin embargo, en este caso se toma el promedio de todos los pixeles.

Un punto intermedio. Considérese v el vector de pixeles que debe reducirse a un

sólo pixel . En [17] se analiza el uso de diferentes agrupaciones, y se obtienen distintas

parametrizaciones para hallar el valor del pixel fP (v) que sintetiza la información de

v. Una posible parametrización es fP (v) = (1
d ∑

d
i=1 v

P
i )

1
P . Donde P = 1 es el average

pooling y si P →∞ es el max pooling. Por tanto, es posible utilizar otros valores de

P para obtener poolings diferentes.

También es posible en vez de hacer un pooling hacer una convolución con cierto tamaño

de paso, con la intención de reducir el tamaño de la imagen. Esto no ha remplazado al

maxpooling pero en la literatura se observan resultados prometedores.
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Figura 2.5: Ejemplo de maxpooling y averagepooling con regiones rectangulares de 2 × 2.

Global pooling layers

Además de hacer un downsampling, también es común que en algún punto de la red,

se reduzca una característica a un valor escalar, o en caso de una imagen con d canales es

posible obtener un vector en Rd [11].

Definición 2.9. Sea x ∈ Rh×w una característica. El operador global average pooling, Pg ∶
Rhw → R se define como:

Pg(x) =
1

hw

h

∑
i=1

w

∑
j=1

xi,j. (2.6)

Más aún, sea x ∈ Rh×w×d una característica. El operador global average pooling, Pg ∶ Rhw →
R se define como:

Pg(x) = (Pg(x1), ..., Pg(xd)). (2.7)
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2.1.5. Convolución como una operación lineal

Es posible ver una convolución como una multiplicación por una matriz poco densa,

en donde varios elementos de la matriz están restringidos a ser iguales a otros. Para las

convoluciones de una variable, tiene que ser una matriz de toeplitz. En lo que refiere a dos

dimensiones, una convolución es equivalente a una Doble Matriz Circulante por Bloques

[Definición 1.10]. Es decir, se tiene lo siguiente

Corolario 2.10. Sea I una imagen, y K un kernel. Existe una matriz K̂

I ∗K = vec(I)K̂. (2.8)

2.2. Redes Neuronales Convolucionales

Consideremos el problema de clasificación. Sea m la cantidad de clases posibles. Dados

y1, y2, ..., ys ∈ Rd y sus etiquetas c1, c2, ..., cs ∈ Rm, en donde la k-ésima entrada de ci

puede ser 1 o 0. Cada vector ci tiene únicamente una entrada con valor 1, que determina

exactamente a que clase pertenece yi.

Sean

Y0 = [y1, y2, ..., ys]T y , C = [c1, ..., cs]T . (2.9)

El objetivo es poder clasificar correctamente datos no etiquetados. Para ello se han

desarrollado diferentes arquitecturas de redes neuronales, y en el 2015 las Redes Neuronales

Convolucionales obtuvieron el primer lugar en el concurso Image Net [18], consiguiendo

resultados sin precedentes [19].

2.2.1. Descenso del Gradiente Estocástico

Ya que el problema de aprendizaje, es un problema de optimización, podemos recurrir a

la teoría de optimización conocida. El algoritmo más común en el aprendizaje automático

es el descenso de gradiente estocástico (SGD por sus siglas en inglés), el cuál es un algoritmo

numérico para encontrar mínimos locales de una función. La intuición se basa en que si se
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tiene un punto x ∈ Df , la dirección en dónde más decrece es −∇f . Éste método consiste

en dos pasos

1. Se selecciona un punto inicial x0 en el dominio.

2. Se actualiza nuestro valor xi+1 = xi − α∇f(xi) para i = 1, ...N

donde N es el número de iteraciones totales y α es un escalar, el cuál se conoce como

razón de aprendizaje (learning rate). Es importante seleccionar una razón de aprendizaje

apropiado, pues en caso de seleccionar una muy grande, el algoritmo podría divergir,

por el contrario si se selecciona una muy pequeño, entonces el entrenamiento podría ser

demasiado lento.

Para calcular el gradiente de manera exacta, es necesario utilizar todo el conjunto

de datos, lo cuál puede traducirse a tiempos elevados de cómputo. Es por eso, que en

la práctica, se utiliza únicamente un subconjunto aleatorio de datos, calculando así, una

aproximación al gradiente ∇J de la función de costo. Debido a este artificio que reduce el

tiempo de entrenamiento, es que nuestro algoritmo es considerado estocástico.

Figura 2.6: Cada punto negro representa una época y cada flecha amarilla la dirección del

gradiente.
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2.2.2. Optimizadores

Existe una amplia literatura en el área de optimización de funciones. Por lo que es

natural pensar que el SGD no es el único método para optimizar la función de costo.

Debido a que la evaluación de dicha función, involucra millones de parámetros en las redes

profundas actuales, no todos los algoritmos de optimización son adecuados para esta tarea.

Aquí se presentan los métodos más efectivos investigados en los últimos años.

AdaGrad

A diferencia del SGD, el Algoritmo de Gradiente Adaptativo o AdaGrad [20], actualiza

la razón de aprendizaje con cada iteración. El algoritmo tiene un mejor desempeño en

presencia de gradientes dispersos, es decir cuando el vector del gradiente contiene varios

ceros.

θt = θt−1 −
α√
bt + ε

gt−1 (2.10)

dónde bt−1 es la suma del cuadrado de los gradientes.

bt =
t

∑
i=1

g2
t−1 (2.11)

RMSProp

El algoritmo RMSProp fue propuesto por Geoff Hinton motivado en resolver el proble-

ma de las razones de aprendizaje sumamente pequeñas que se obtenían con el algoritmo

AdaGrad y por consiguiente, evitar el desvanecimiento del gradiente.

E[g2]t = βE[g2]t−1 + (1 − β)g2
t (2.12)

θt = θt−1 −
α√

E[g2]t + ε
gt (2.13)
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Adam

El Estimador de momento Adaptativo (Adam por sus siglas en inglés) [21] se basa en

momentos de primer y segundo orden del gradiente. Este método fue creado con la inten-

ción de obtener los beneficios de 2 optimizadores anteriores: el AdaGrad y el RMSProp.

Para calcular los parámetros θt, es necesario calcular el gradiente gt = ∇f(θt−1). Deno-

tamos mt a la media movil exponencial, y vt al gradiente cuadrado. Los cuales se calculan

de la siguiente manera:

mt = β1mt−1 + (1 − β1)gt, (2.14)

gt = β2vt−1 + (1 − β2)g2
t , (2.15)

dónde β1, β2 ∈ [0,1) son hiperparámetros que controlan el decrecimiento exponencial.

Los momentos m̂t y v̂t son la media y la varianza no centrada respectivamente.

m̂t =
mt

1 − βt1
, (2.16)

v̂t =
vt

1 − βt2
. (2.17)

El optimizador Adam, actualiza los parámetros de la siguiente manera:

θt = θt−1 −
αm̂t√
v̂t + ε

. (2.18)

Dónde α es el tamaño de paso y ε es un valor cercano a cero.

2.2.3. Propagación hacia atrás

Ahora que se tiene un algoritmo para optimizar una función de costo, la pregunta

natural es ¿Cómo obtenemos el gradiente? Siendo la propagación hacia adelante de una

red, una función tan complicada y con tantos parámetros, es muy difícil calcular de manera

analítica nuestro gradiente. Por buena suerte para nosotros, existe una técnica conocida

como propagación hacia atrás, encargada de calcular numéricamente el gradiente de la

función de costo.
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2.2.4. Normalización por Lotes

Entre las técnicas de regularización más utilizadas se encuentra la normalización por

lotes (BN por sus siglas en inglés). En el 2015 en un artículo de Google [22] se describe

esta técnica y se constata que tiene múltiples beneficios tales como incrementar la razón

de aprendizaje, conseguir que el entrenamiento sea más independiente de la inicialización

y además actuar como regularizador.

Definición 2.11. Sea B = {x(1), x(2),⋱, x(m)} un lote de características. La normalización

por lotes de B se define como:

B(x(i);γ, β) ∶= γ(x
(i)−µ)
σ

+ β, i = 1,2...,m, (2.19)

donde µ ∶= ∑mi=1 x
(i)/m y σ2 = ∑mi=1(x(i) − µ)2/m.

Los parámetros γ y β usualmente se aprenden en la optimización. Cuando se usa la

normalización por lotes, no es necesario agregar bias pues son calculados explícitamente a

través de β.

Ahora que conocemos lo que es una convolución, se define matemáticamente una Red

Neuronal Convolucional.

Definición 2.12. Sea x0 ∈ Rh×w×d una característica. La propagación hacia adelante de

una CNN está determinada por el siguiente esquema recursivo

xn+1 = σ(xn ∗Kn + bn). (2.20)

donde σ es una función de activación, Kn representa un Kernel y bn ∈ Rd es el bias.

En las primeras arquitecturas sea usaban Redes Completamente Conectadas (FCN por

sus siglas en inglés) tal como se aprecia en la Figura 2.7. Sin embargo en los últimos años

se ha visto un incremento en el uso de Redes Completamente Convolucionales.
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Figura 2.7: Ejemplo de arquitectura de una Red Neuronal Convolucional. En la figura

se aprecia la imagen de entrada, las capas convolucionales y la FCN que determina la

clase [23].

2.2.5. Desvanecimiento del gradiente

Los mayoría de los algoritmos de optimización, dependen del gradiente. Y los algoritmos

que utilizan la propagación hacia atrás, en ocasiones presentan el problema conocido como

desvanecimiento del gradiente, que consiste en que los gradientes se vuelven tan pequeños

que previenen al modelo de continuar con el proceso de aprendizaje.

2.2.6. CNNs en el Estado del Arte

En 2012 en el ImageNet ocurrió algo sin precedentes en dicha competencia. El ganador

del concurso se había llevado el primer lugar absoluto, obteniendo una ventaja de 10.9%

de error por debajo del segundo lugar. Es así como la AlexNet [10] consiguió reputación

para las CNNs. Para 2013, la red ganadora del ImageNet(2013) fue la Zf-net [24], la cuál

era una modificación de los hiperparámetros de la AlexNet.
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2.3. ResNet

Las Redes Neuronales Residuales(ResNet) fueron presentadas en 2015 por Kaiming He

et. al. en [19]. Uno de los mayores retos en el diseño de redes profundas, es el desvaneci-

miento del gradiente. Es decir, por la naturaleza de la propagación hacia atrás, las redes

muy profundas, implican el cálculo de gradientes con entradas muy pequeñas, y eventual-

mente el gradiente se desvanece y previene el aprendizaje de la red. Es decir, ∥∇θL∥ = 0

dónde L es la función de pérdida y θ son los parámetros.

Antes del 2015 existían dificultades para alcanzar redes con profundidades mayores a

20 capas. Para solucionar este problema, se crearon las conexiones de salto.

Definición 2.13. Consideremos el problema de clasificación (2.9). Sea x0 ∈ Rh × w × d
una característica. La propagación hacia adelante de la ResNet está determinada por el

siguiente esquema recursivo

xn+1 = xn + σ(xn ∗Kn + bn). (2.21)

donde σ es una función de activación, Kn representa un Kernel y bn ∈ Rd es el bias.

Ya que la operación de convolución puede ser expresada como una multiplicación de

matrices, es posible reescribir la ecuación (2.21) como:

Xn+1 =Xn + σ(XnAn + bn). (2.22)

dónde X0 = vecx0 y An es la matriz que induce el kernel Kn.

La diferencia entre una CNN convencional es el término Xn que se agrega a σ(⋅),
conocida como conexión de salto, cuyo propósito es estabilizar el gradiente, para evitar su

explosión o desvanecimiento.

Pese a que la ecuación (2.22) es la forma canónica de definir una ResNet, también es

posible usar otras funciones en vez de sólo la composición de la función de activación con

una función lineal. Por lo que una definición más general de la ResNet es

Xn+1 =Xn + Fn(Xn) (2.23)
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Figura 2.8: Diagrama de un bloque de ResNnet.

En la ResNet original se observa que Fn(x) = σ(xAn + bn). Sin embargo se han usado

otras funciones. En [?] se toma

Fn(x) = BN(K̂n ∗ReLU(BN(Kn ∗ x))) (2.24)

que en la versión de multiplicación de matrices es:

Fn(x) = BN(ReLU(BN(x ⋅An)) ⋅Bn), (2.25)

dónde An yBn son las matrices correspondientes a los filtrosKn y K̂n de manera respectiva,

BN y ReLU son las funciones de Normalización por lotes y Unión lineal Rectificada y la

operaciónM ⋅N es la multiplicación de matrices convencional colocada para mayor claridad.

La función (2.24) es también la utilizada en la biblioteca de pyTorch [25] en el reposi-

torio:

https://github.com/pytorch/vision/blob/main/torchvision/models/resnet.py.

Además de los bloques con conexiones de salto, las arquitecturas modernas cuentan con

https://github.com/pytorch/vision/blob/main/torchvision/models/resnet.py


2.3. RESNET 31

otras capas, incluyendo capas convolucionales, normalizaciones e incluso una Red Com-

pletamente Conectada (FCN por sus siglas en inglés) en la parte final de la propagación.

Una de las ResNet más populares, es la ResNet-50

Figura 2.9: Diagrama de una ResNet-50 tomada de [26]

2.3.1. Inicialización de parámetros

Los algoritmos de optimización (Sección 2.2.2) requieren de un valor inicial θ0. En la

mayoría de los casos, una selección adecuada de θ0 puede conseguir que el número de

iteraciones se reduzca en comparación con un θ0 arbitrario. El artículo [27] contiene un

análisis dedicado a la inicialización de parámetros para aprendizaje profundo.

Inicialización con Ceros

Inicializar los parámetros con ceros es un acercamiento natural. Sin embargo, es cono-

cido que si dos parámetros con la misma función de activación, están conectados con la

misma entrada, entonces se modificarán de igual forma en el proceso de entrenamiento.

De modo que se dice que la inicialización deber romper la simetría [12]. El caso de la
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inicialización con ceros, o con cualquier constante, no satisface esta propiedad, por lo que

no es recomendable usarlas.

Inicialización Aleatoria

Una manera sencilla de romper la simetría es inicializando los parámetros de manera

aleatoria. Una heurística común es inicializar la matriz de pesos W con una distribución

uniforme

Wi,j = U (− 1√
m
,

1√
m

) , (2.26)

donde m es la cantidad de entradas, y U[−a, a] la distribución uniforme de −a hasta a.

Sin embargo, al no prestar atención al comportamiento de los gradientes, esta forma de

inicializar nuestros parámetros puede provocar desvanecimiento o explosión del gradiente.

Inicialización de Glorot

Para Inicialización de Glorot, también conocida como la inicialización de Xavier [28] se

asume que los pesos son inicializados independientemente y que las varianzas de las carac-

terísticas de entrada son iguales. Además se pretende que las varianzas de los gradientes

en todas las capas sean iguales. Para ello se propone la siguiente inicialización :

Wi,j ∼ U
⎛
⎝
−
√

6

m + n,
√

6

m + n
⎞
⎠

(2.27)

donde se tienen m valores de entrada y n valores de salida.

Inicialización con Kaiming

La inicialización de Kaiming o Inicialización de He [29] asume funciones de activación

del tipo Rectificador, tales como la ReLu o la PReLU.

Wl ∼ N (0,
2

nl
) (2.28)

dónde nl es la cantidad de elementos en la capa l.
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2.3.2. Estabilidad en las redes Neuronales

En clasificación de imágenes, una red debe ser robusta contra el ruido, o pequeñas

modificaciones en la imagen. En el artículo [11] se establecen definiciones formales de

estabilidad, cuyo principio básico es que la salida debe ser continua con respecto a la

entrada.

Definición 2.14. Supóngase f la propagación hacia adelante de una red neuronal. Sea

x una imagen y x̂ la misma imagen perturbada. Decimos que f es estable con respecto a

epsilon cuando

∥f(x) − f(x̂)∥ < ε (2.29)

En la práctica se pretende reducir lo más posible el valor de ε. En [30] se agrega un

término h ∈ R a la ResNet con la intención de añadirle estabilidad a la red

Xn+1 =Xn + hσ(XnAn + bn). (2.30)
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Capítulo 3

Ecuaciones diferenciales

Las ResNets y las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias guardan cierta relación que será

estudiada a detalle en el Capítulo 5. En este capítulo se presenta una introducción a

las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODEs por sus siglas en inglés) y a los métodos

numéricos necesarios para su resolución. Para un estudio más extensivo se puede consultar

[31,32].

Desde sus primeras apariciones en el sigo XVII [33] las ecuaciones diferenciales han sido

una herramienta de mucha utilidad para las ciencias, con aplicaciones en geometría [34],

mecánica [35], electromagnetismo [36], etc.

Una ecuación diferencial ordinaria se representa de la siguiente manera:

dx

dt
= f(x(t), t), (3.1)

donde f ∶ Rm → Rn. En caso de que no exista ambiguedad, es posible escribir x en lugar de

x(t) y x′ para referirse a la derivada de x con respecto a t, con lo que la ecuación anterior

se puede escribir de la siguiente manera:

x′ = f(x, t) (3.2)

En este caso, ya que la variable dependiente es el tiempo t, la derivada con respecto

al tiempo se puede escribir con un punto, es decir: ẋ = dx
dt . En este trabajo, la variable

dependiente será el tiempo, pero la teoría se puede extender para distintos dominios.

35
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3.1. Problemas de valor inicial

Considérese el siguiente problema de valor inicial (IVP por sus siglas en inglés)

ẋ(t) = f(x, t), t > 0 (3.3)

x(t0) = ν, (3.4)

donde t ∈ [t0, tf ].

3.1.1. Existencia, unicidad y continuidad de soluciones

Teorema 3.1. Sea f ∶ [a1, b1] × [a2, b2] una una función Lipschitz continua en la segunda

entrada y a2 < xa < b2. Entonces existe un c ∈ [a1, b1] tal que el IVP

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = f(x, t)
x(a1) = xa
t ∈ [a1, c]

(3.5)

tiene exactamente una solución x(t). Aún más, si f es Lipschitz continua en [a1, b1] ×
(−∞,∞), entonces existe exactamente una solución en [a1, b1].

La demostración se puede encontrar en [31]

3.2. Estabilidad

En la literatura, no existe una convención al hablar de estabilidad de ecuaciones dife-

renciales [37, 38], sin embargo adoptaremos las definiciones de Ascher [39].

Cuando se hacen cambios mínimos en el valor inicial del IVP (3.3 - 3.4), uno se pregunta

¿qué ocurre con la solución? ¿Los cambios también serán pequeños? Para el análisis de

estabilidad esto, se requieren algunas definiciones

Definición 3.2. Una solución x(t) es llamada estable si para todo ε > 0 existe un δ > 0

tal que cualquier otra solución x̂(t) de 3.3 que satisfaga

∣x(t0) − x̂(t0)∣ ≤ δ (3.6)
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también satisface

∣x(t) − x̂(t)∣ ≤ ε, ∀t > t0. (3.7)

La solución x(t) es asintónticamente estable si en adición a (3.7) se cumple que

∣x(t) − x̂(t)∣ → 0, si t→∞. (3.8)

Por otro lado, x(t) es relativamente estable si en vez de (3.7) se satisface que

∣x(t) − x̂(t)∣ ≤ ε∣x(t)∣, ∀t > t0. (3.9)

Definición 3.3. Una solución es llamada uniformemente estable si, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que cualquier otra solución x̂(t) de (3.3) que satisfaga

∣x(c) − x̂(c)∣ ≤ δ (3.10)

para algún punto c ≥ t0, también se satisface que

∣x(t) − x̂(t)∣ ≤ ε, ∀t > c. (3.11)

La estabilidad asintótica uniforme y la estabilidad relativa uniforme se definen

de manera análoga. Es evidente que la estabilidad uniforme, implica estabilidad.

3.2.1. Problema Lineal

Considérese el IVP homogéneo

ẋ = A(t)x, t > t0 (3.12)

x(t0) = α (3.13)

Teorema 3.4. La solución y IVP (3.12- 3.13) con A constante es uniformemente estable

si y sólo si todos los eigenvalores de A satisfacen que Re(λ) < 0 o si Re(λ) = 0 con λ

simple.

Sin embargo, A(t) no tiene por qué ser constante. Para un caso más general, se tiene

el siguiente teorema.
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Teorema 3.5. La solución y del IVP (3.12- 3.13) es uniformemente estable si se cumplen

las siguientes dos condiciones

1. La matriz A es estrictamente diagonalmente dominante, es decir

∑
j≠i

∣ai,j ∣ ≤ (1 − δ)∣aii∣, i = 1,⋯, n (3.14)

2. Los elementos de la diagonal son menores que 0

Re(aii) < 0, i = 1,⋯n (3.15)

Además, como consecuencia del Teorema de Gershgorin se tiene que si se satisfacen

las hipótesis del Teorema (3.5) los eigenvalores cumplen que Re(λi) < 0. De modo que los

eigenvalores de nuestra matriz A son elementos suficientes para determinar la estabilidad

de una ecuación diferencial.

3.2.2. IVP no lineales (El caso general)

Para determinar la estabilidad de un IVP no lineal, se puede hacer uso de los resultados

obtenidos en la Subsección anterior. El tema de interés en esta ocasión es la ecuación

ẋ = f(x, t) (3.16)

x(t0) = α (3.17)

Sea x̂ una solución de (3.16), con x̂(t0) no muy lejano de x(t0). Expandiendo f(x, t)
utilizando su serie de Taylor, se obtiene que

f(x̂, t) = f(y, t) + J(x, t)(x̂ − x) + r(x, x̂, t), (3.18)

donde J es el jacobiano definido por

J(x, t) ∶= ∂f
∂x
. (3.19)



3.3. MÉTODOS DE RUNGE-KUTTA 39

y el término r es el residuo. Si se ignora el residuo r en (3.18), y tomando z = x − x̂ se

obtiene

ż = J(t)z (3.20)

Por lo que para determinar la estabilidad, es suficiente conocer los eigenvalores del Jaco-

biano J .

3.3. Métodos de Runge-Kutta

Es posible generalizar el método de Euler, evaluando la derivada múltiples veces en

un paso. Esta idea se le atribuye a Runge [40], y en 1901 Kutta hizo contribuciones

importantes al método, dando paso a métodos de orden 4 y el primer método de orden 5,

denominados métodos de Runge-Kutta. A continuación se describen alguno de los métodos

de Runge-Kutta más relevantes.

3.3.1. Método de Euler

La manera más elemental para resolver el IVP (3.3 - 3.4) es con el método de Euler.

Nótese que es posible particionar el intervalo [t0, tf ] en N partes iguales, obteniendo

así la sucesión

t0, t0 + h, t0 + 2h, ..., t0 +Nh,

donde

h = tf − t0
N

.

Se denotará tn = t0 + nh y xn = x(tn). De modo que se tiene la siguiente sucesión:

t0 < t1 < t2 < ⋯ < tN = tf . (3.21)

El siguiente paso, es aproximar los valores de xn, y a estas aproximaciones les llamaremos

wn, teniendo en cuenta que w0 = x0. Para ello, se hará uso de la expansión de Taylor de

x(t + h).
x(t + h) = x(t) + hẋ(t) +R1(t), (3.22)
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donde R1(t) es el residuo de la expansión de Taylor. Sustituyendo ẋ(t) = f(t, x(t)), obte-
nemos

x(t + h) = x(t) + hf(t, x(t)) +R1(t). (3.23)

Sustituyendo t = tn con i < N obtenemos que

x(tn + h) = x(tn) + hf(tn, x(tn)) +R1(tn). (3.24)

Por lo tanto, substrayendo R1(t), es posible obtener una sucesión que aproxime a la solu-

ción x(t):
wn+1 = wn + hf(tn,wn), w0 = x0. (3.25)

Error de truncamiento local

En general, el error de truncamiento local de un método numérico, es el error generado

a partir de una iteración. Es decir:

en = ∣wn − z(tn)∣ (3.26)

donde z es la solución del problema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = f(x, t)
x(tn) = wn
t ∈ [tn, tn+1]

(3.27)

En el caso del método de Euler, es posible encontrar el error de truncamiento local.

Asumiendo que en la identidad (3.22), x(t) es doblemente diferenciable en el intervalo

(t0, tf), ocurre que

R1(t) =
1

2!
h2ẋ(ξ), ξ ∈ (t, t + h). (3.28)

Error de truncamiento global

El error de truncamiento global de un método numérico, es el error generado por

múltiples iteraciones.

gn = ∣wn − xn∣ (3.29)
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Para investigar el error global del método de Euler, asúmase una cota superiormh2 para

la norma del error de truncamiento local, es decir en ≤ mh2. Además se asume Lipschitz

continuidad para f , cuya constante de Lipschitz es L.

Es posible acotar el error global, de la siguiente manera:

gn ≤
Chk

L
(eL(tn−a) − 1) (3.30)

La demostración de (3.30) puede encontrarse en [31]. En general, se comparan los distintos

métodos numéricos basándose en el error, y los mejores métodos son aquellos cuyo orden

es mayor:

Definición 3.6. Se dice que un método es de orden ρ cuando ∣wn − xn∣ = O(hρ).

3.3.2. Método de Euler modificado

El siguiente método, es un ejemplo de un método de Runge-Kuta, el cuál se usará para

desarrollar las ideas tras los métodos generales.

k1 = f(tn,wn),

k2 = f(tn + 1
2h,wn + 1

2hk1),

wn+1 = wn + hk2,

tn+1 = tn + h.

Este es un método de segundo orden.

3.3.3. Método general

El método de Runge-Kutta general con s etapas se puede definir usando s2+2s números

ai,j, i, j = 1,2, ..., s. bi, ci, i = 1,2, ..., s, (3.31)

usando el siguiente esquema

wn+1 = wn + h
s

∑
i=1

biki. (3.32)
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En donde la sucesión {ki} es calculada usando la función f :

ki = f (tn + cih,wn + h
s

∑
i=1

ai,jki) , i = 1,2, ..., s. (3.33)

Es posible determinar si el método es explícito o implícito, basándose en la matriz A =
{ai,j}. En caso de que sea una matriz triangular inferior, con todos los elementos de la

diagonal iguales a cero (ai,j = 0 para j = i, i + 1, ..., s) el esquema es explícito.

Las siguientes relaciones, son conocidas como condiciones de orden
s

∑
i=1

bi = 1,
s

∑
i,j=1

biai,j =
1

2
,

s

∑
i,j,k=1

biai,jaj,k =
1

6
,

s

∑
i,j,k=1

biai,jai,k =
1

3
(3.34)

y aseguran esquemas de al menos orden 3.

3.3.4. Runge Kutta de orden 4 (RK4)

Uno de los métodos más conocidos es el de orden 4

wn+1 = wn +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4), (3.35)

donde

s1 = f(tn,wn)

s2 = f (tn +
h

2
,wn +

h

2
s1)

s3 = f (tn +
h

2
,wn +

h

2
s2)

s4 = f (tn + h,wn + hs3) .

La simplicidad de este método, hace que sea muy fácil de programar, y al ser de orden 4,

se prefiere por sobre otos métodos como Euler, o el Trapezoide. Como se puede apreciar,

RK4 es un método de orden 4 y además tiene 4 etapas (i.e. s = 4). Sin embargo, no se

conoce cuántas etapas son necesarias para esquemas de órdenes mayores a 8.

3.3.5. Métodos de Runge Kutta simplécticos

Dentro de la categoría de métodos de Runge Kutta, existen los métodos simplécticos

[41]. Se caracterizan por preservar invariantes cuadráticas [42, 43].
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Definición 3.7. Un esquema de Runge Kutta se dice simpléctico si satisface la relación

biai,j + bjaj,i − bibj = 0, i, j = 1, ..., s. (3.36)

3.3.6. Métodos implícitos

Los métodos numéricos analizados hasta este momento se conocen como métodos ex-

plícitos, debido a que es posible calcular wn+1 conociendo el valor wn.

Euler hacia atrás

Una versión implícita de Euler se conoce como Euler hacia atrás.

w0 = x0 (3.37)

wn+1 = wn + hf(tn+1,wn+1) (3.38)

Difiere del método de Euler tradicional en que la pendiente que se usa involucra wn+1. De

modo que en cada nueva iteración, es necesario resolver un sistema de ecuaciones, y por

consiguiente el costo computacional se incrementa.
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Capítulo 4

Teoría de control óptimo

Las ResNets guardan cierta relación con las Ecuaciones Diferenciales [30]. En el Capí-

tulo 5 se estudia la conexión entre las DNNs y las ODEs. Debido a esto y a que el problema

de aprendizaje implica optimizar una función, el problema es equivalente a encontrar un

control óptimo. A continuación, se desarrollarán algunos resultados de Teoría de control

óptimo con base en [44].

Cuando se habla de sistemas, se hace referencia a un proceso que cambia de estado

conforme pasa el tiempo. En este caso considérese un sistema dinámico definido en el

intervalo [0, T ] como

ẋ = f(x(t), t), x(0) = x0, (4.1)

donde x(t), conocida como la variable de estado puede representar la producción de ali-

mento en un tiempo t, el dinero recaudado en un tiempo t, o en general el estado de un

proceso en un tiempo t. En logística y física, existen variables que se pueden controlar,

como la cantidad de publicidad, o la reinversión de capital cada cierto momento, con lo

que es posible extender el sistema (4.1) al siguiente:

ẋ = f(x(t), u(t), t), x(0) = x0, (4.2)

donde la variable u(t) es denominada variable de control. Conociendo la variable de control,

es posible determinar la solución para x en el sistema (4.2). El problema de control óptimo

45
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reside en maximizar la función objetivo, definida como

J = ∫
T

0
F (x(t), u(t), t)dt + S[x(T ), T ]. (4.3)

La función S determina el valor de rescate en el estado final x(T ) en el tiempo T , y obtiene

pues en el área de economía es el valor de un activo, una vez que ha concluido su vida

útil [45]. Se denotará al conjunto de valores posibles de u(t) como Ω(t).

Definición 4.1. El problema de control óptimo es encontrar un valor admisible u∗ tal

que

u∗ = máx
u(t)∈Ω(t)

{∫
T

0
F (x,u, t)dt + S(x(T ), T )} (4.4)

con la condición

ẋ = f(x,u, t), x(0) = 0. (4.5)

La trayectoria óptima denotada como x∗ es la trayectoria que se obtiene cuando u = u∗.

4.1. La ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman

Para estudiar la Ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, es necesario el principio de

optimalidad, el cuál establece que para obtener un camino óptimo de 0 a T , es necesario

que para toda t, el camino de t a T sea óptimo también. Es importante remarcar que

la siguiente prueba se encuentra en [44] y se especifica que no tiene el propósito de ser

rigurosa.

Sea V ∶ Rn ×R→ R una función definida por

V (x, t) = máx
u(s)∈Ω(s)

{∫
T

t
F (x(s), u(s), s)ds + S(x(T ), T )} (4.6)

donde s ≥ t. Sea δt un diminuto incremento en el tiempo, nótese que

V (x, t) − V (x(t + δt), t + δt) = máx
u(s)∈Ω(s)

{∫
T

t
F (x(s), u(s), s)ds + S(x(T ), T )}

− máx
u(s)∈Ω(s)

{∫
T

t+δ
F (x(s), u(s), s)ds + S(x(T ), T )}
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Lo cuál, gracias al principio de optimalidad [46] se tiene que

V (x(t), t) − V (x(t + δt), t + δt) = máx
u(τ)∈Ω(τ)

{∫
t+δt

t
F (x(τ), u(τ), τ)} , (4.7)

y por consiguiente

V (x(t), t) = máx
u(τ)∈Ω(τ)

{∫
t+δt

t
F (x(τ), u(τ), τ) + V (x(t + δt), t + δt)} . (4.8)

Debido a que F es una función continua, la integral en (4.8) es igual a F (x,u, t)δt. Por
consiguiente:

V (x, t) = máx
u∈Ω(t)

F (x,u, t)δt + V [x(t + δt), t + δt] + O(δt) (4.9)

Asumiendo que la función V es continuamente diferenciable en ambas entradas es posible

hacer uso de la expansión de Taylor de V en δt:

V [x(t + δt), t + δt] = V (x, t) + [Vx(x, t)ẋ + Vt(x, t)]δt +O(δt) (4.10)

Sustituyendo (4.2) en (4.9) se obtiene que

V (x, t) = máx
u∈Ω(t)

{F (x,u, t)δt + V (x, t) + Vx(x, t)f(x,u, t)δt + Vt(x, t)δt} +O(δt) (4.11)

Cancelando V (x, t) de ambos lados y dividiendo entre δt se deduce que

0 = máx
u∈Ω(t)

{F (x,u, t) + Vx(x, t)f(x,u, t) + Vt(x, t)} +
O(δt)
δt

, (4.12)

con lo que si δt→ 0 se tiene que

0 = máx
u∈Ω(t)

{F (x,u, t) + Vx(x, t)f(x,u, t) + Vt(x, t)} (4.13)

dónde si se evalúa t = T en V se obtiene que

V (x,T ) = S(x,T ). (4.14)

Cuando la función V es aplicada en el estado óptimo x∗ se obtiene un nuevo vector.

Definición 4.2. (Vector de retorno marginal) Sea V la función definida en (4.6), el vector

de retorno marginal λ(t) se define como

λ(t) = Vx(x∗(t), t) ∶= Vx(x, t)∣x=x∗ (4.15)
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Lo cuál será util para definir el concepto de Hamiltoniano.

Definición 4.3. Considérese el sistema (4.4)-(4.5). Se denota el hamiltoniano H ∶ Rn ×
Rm ×Rn ×R→ R del sistema como

H(x,u, λ, t) = F (x,u, t) + λf(x,u, t). (4.16)

La ecuación (4.13) puede reescribirse como

máx
u∈Ω(t)

[H(x,u, Vx, t) + Vt] = 0 (4.17)

la cuál se conoce como Ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB). Más aún, ya que Vt

no depende de u es posible retirar Vt del operador máx.

máx
u∈Ω(t)

[H(x,u, Vx, t)] + Vt = 0. (4.18)

Gracias a la definición del control óptimo y de λ(t), el operador u∗ maximiza la ecuación

(4.18), por tanto sea u ∈ Ω(t), se tiene que

H[x∗(t), u∗(t), λ(t), t] + Vt(x∗(t), t) ≥H[x∗(t), u(t), λ(t), t] + Vt(x∗(t), t) (4.19)

⇒H[x∗(t), u∗(t), λ(t), t] ≥H[x∗(t), u(t), λ(t), t]. (4.20)

4.2. Ecuación adjunta

Nótese que para encontrar el control óptimo, la ecuación (4.18) se maximiza con x =
x∗ y u = u∗. Consideremos entonces pequeñas perturbaciones en el camino óptimo. Sea

x(t) = x∗(t) + δx(t) y sea t ∈ [0, T ], podemos escribir (4.18) como:

0 =H[x∗(t), u∗(t), Vx(x∗(t), t), t] + Vx(x∗(t), t) (4.21)

≥H[x(t), u∗(t), Vx(x(t), t), t] + Vx(x(t), t). (4.22)

Lo cuál significa que x∗(t) es un máximo local, de modo que la derivada con respecto a x,

debe ser 0.

Hx[x∗(t), u∗(t), Vx(x∗(t), t), t] + Vtx(x∗(t), t) = 0, (4.23)
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Asúmase además que V es doblemente diferenciable en todos sus argumentos. Por otro

lado, con H = F + Vxf , podemos derivar con respecto de x

H =F + Vxf (4.24)

⇒Hx =
∂(F + Vxf)

∂x
(4.25)

⇒Hx = Fx +
∂(Vxf)
∂x

(4.26)

⇒Hx = Fx + VxFx + fTVxx (4.27)

⇒Hx = Fx + VxFx + (Vxxf)T (4.28)

Nótese que de (4.26) a (4.27) se hizo uso de la derivada de un producto y para (4.28) que

Vxx es una matriz simétrica. Sustituyendo esto en (4.23) obtenemos:

Hx = Fx + VxFx + (Vxxf)T + Vtx = 0. (4.29)

Tómese ahora la derivada de Vx con respecto al tiempo

dVx
dt

= (dVx1
dt

,
dVx2
dt

,⋯dVxn
dt

) (4.30)

= (Vx1xẋ + Vx1t, Vx2xẋ + Vx2t,⋯, Vxnx) (4.31)

= (
n

∑
i=1

Vx1xiẋi,⋯,
n

∑
i=1

Vxnxiẋi) + (Vx)t (4.32)

= (Vxxẋ)T + Vxt (4.33)

= (Vxxf)T + Vtx (4.34)

Combinando (4.29) con (4.34) se obtiene que

Fx + VxFx +
dVx
dt

= 0 (4.35)

y ya que λ fue definida como Vx, se tiene lo siguiente:

λ̇ = −Fx − λfx. (4.36)

Sin embargo, el lado derecho de esta ecuación, es igual a Hx debido a la definición del

hamiltoniano H. Con lo que se puede reescribir como

λ̇ = −Hx. (4.37)
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Capítulo 5

Relación entre las ecuaciones

diferenciales y las ResNets

Después de la aparición de la ResNet, los esfuerzos por mejorar el desempeño de las

redes dieron lugar al uso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Las ODE se encuentran

en más de una forma en la literatura de Redes Neuronales [47, 48]. En 2019 Xinshi Chen

realizó una revisión de los artículos relacionados con esto [49].

El uso de las ODEs en el aprendizaje profundo tiene dos líneas de investigación prin-

cipales:

1. El proceso de entrenamiento de una red como un problema de control óptimo.

2. Arquitecturas diseñadas con base en métodos numéricos de Ecuaciones Diferenciales.

Se describen brevemente, ambas líneas dando mayor importancia al segundo punto.

5.1. Control Óptimo para Aprendizaje Profundo

El problema de clasificación, así como otros problemas de ML implican aprender una

función g ∶ Rd → R. En este paradigma, es posible considerar el mapeo de x a g(x)
como una evolución desde el estado inicial X(0) = x hasta el estado final X(T ), dónde la

dinámica puede ser modelada por una ecuación diferencial Ẋ(t) = f(X(t), t).

51
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Por lo que es posible definir el problema de aprendizaje supervisado cómo un problema

de control óptimo [50,51].

mı́n
θ
C(X(T )) + ∫

T

0
R(θ(t))dt (5.1)

Sujeto a Ẋ(t) = f(X(t), θ(t), t), X(0) = x0, t ∈ [0, T ]. (5.2)

donde R es el regularizador, y el control θ(t) los parámetros de la red. Resolver este pro-

blema, implica hallar un control óptimo θ∗. Para ello, es posible usar la teoría desarrollada

alrededor de la ecuación de HJB, y el Principio del Máximo de Pontryagin (PMP). Pa-

ra resolver el PMP existen muchos métodos numéricos, sin embargo, la mayoría no son

escalables, esto se explica en [52], con lo que se propone el Método de Aproximaciones

Sucesivas (MSA por su siglas en inglés). En [53] se pretende investigar la versión discreta

de este problema.

5.2. DNNs como discretización de ODEs

La propagación hacia adelante de una ResNet fue definida en la Sección (2.3) por la

siguiente ecuación

Xn+1 =Xn + F (Xn). (5.3)

En algunas investigaciones [47, 48, 54] se establece una conexión entre la ecuación (5.3) y

la forma discreta de una ecuación diferencial. La versión discreta es

Xn+1 −Xn = F (Xn), n = 1,2, ...,N, (5.4)

siendo la versión continua

Ẋ(t) = F (X(t), t), t ∈ [0, T ], (5.5)

dónde F puede ser la composición de activación, con convoluciones y normalizaciones. Un

ejemplo es:

F (X(t), t) = σ(X(t)A(t) + b(t)). (5.6)
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La discretización se vuelve más evidente cuando se agrega el factor h de estabilidad, en la

ecuación (5.4)
Xn+1 −Xn

h
= F (Xn), n = 1,2, ...,N. (5.7)

Nótese que reescribiendo (5.7) se tiene el método de Euler descrito en la Sección 3.3.1 para

resolver el problema de valor inicial (5.5) con X(0) =X0.

Xn+1 =Xn + hF (Xn, ti). (5.8)

Analizando la ResNet como una versión discreta de una Ecuación Diferencial Ordinaria,

es posible hacer uso de la teoría de ecuaciones diferenciales desarrollada en el Capítulo 3.

5.2.1. Estabilidad de Redes por medio de ODEs

En la sección 2.3.2 hubo una pequeña introducción al concepto de estabilidad para las

redes Neuronales. Sin embargo, ahora que se ha construido una conexión entre las redes y

las ODEs, se puede hacer uso de los teoremas de la sección 3.2 para estabilidad de ODEs.

En [30] se hace un estudio sobre la estabilidad de las ResNets utilizando ecuaciones

diferenciales. Gracias a la Sección 3.2.2 se conoce la condición suficiente para la estabilidad

del IVP (5.5) y es que Re(λ) < 0 para cada eigenvalor del Jacobiano J de F . De modo

que puede reescribirse como

máx
n=1,2,...,L

Re[λi(J(t))] ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ], (5.9)

donde λi(J(t)) representa el i-ésimo eigenvalor del Jacobiano de F . Tomando como F =
(F1, F2,⋯, Fd) de la ecuación (5.6) se tiene que

F (y) = σ(Ay + b) =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

σ(a11y1 +⋯ + a1dyd + b)
⋮

σ(ad1y1 +⋯ + addyd + b)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

(5.10)

De modo que

Fj(y) = σ(aj1y1 + aj2y2 +⋯ + ajdyd + b) (5.11)
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y por consiguiente, el Jacobiano de F queda determinado por las derivadas parciales:

∂Fj
∂yk

= σ(aj1y1 + aj2y2 +⋯ + ajdyd + b)
∂yk

= σ′(Aj∗ ⋅ y + b)ajk, (5.12)

donde Aj∗ representa el vector [Aj1,Aj2, ...,Ajd]T . Por lo tanto, es posible escribir el Ja-

cobiano de F de la siguiente manera:

J(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

σ′(A1∗ ⋅ y + b)a11 σ′(A1∗ ⋅ y + b)a12 ⋯ σ′(A1∗ ⋅ y + b)a1d

σ′(A2∗ ⋅ y + b)a21 σ′(A1∗ ⋅ y + b)a22 ⋯ σ′(A2∗ ⋅ y + b)a2d

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
σ′(Ad∗ ⋅ y + b)ad1 σ′(Ad∗ ⋅ y + b)ad2 ⋯ σ′(Ad∗ ⋅ y + b)add

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(5.13)

Debido al modo en que las matrices diagonales se multiplican con otras matrices, la ecua-

ción anterior se puede reescribir como

J = diag(σ′(A1∗ ⋅ y),⋯, σ′(AN∗ ⋅ y))A (5.14)

= diag(σ′(Ay + b))A. (5.15)

Debido a que las funciones de activación son casi siempre no decrecientes, se asume que

σ′(⋅) es una función positiva, es decir σ(x) ≥ 0 para todo x. De modo que en [30] se propone

que la ecuación (5.9) se satisface cuando

máx
n=1,2,...,N

Re[λi(A(t))] ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ]. (5.16)

Así como la ResNet se equipara al método de Euler, existen otras redes que son equivalentes

a distintos métodos numéricos para la resolución de ODE, algunas que incluso no fueron

diseñadas con el propósito de replicar estos esquemas. A continuación se discuten algunas

de estas arquitecturas.

5.2.2. PolyNet

En 2017 se propuso la PolyNet [55] por Zhang et al. Se implementó un módulo de

polincepción que contiene polinomios con la operación de composición

Xn+1 =Xn + F (Xn) + F (F (Xn)) = (I + F + F 2)(Xn) (5.17)
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En el artículo [47] se muestra la relación de algunas redes con las ecuaciones diferenciales.

Particularmente, la PolyNet que inicialmente no está inspirada en una ODE, resulta ser de

forma aproximada una discretización del método de Euler hacia atrás (Backward Euler).

Veremos que la siguiente igualdad se cumple:

(I − hF )−1 = I + hF + (hF )2 +⋯ + (hF )n +⋯ (5.18)

Para ello, es necesario ver que la composición de (I − hF ) con la suma infinita de (5.18)

es la identidad.

(I − hF )(I + hF + (hF )2 +⋯) = (I + hF + (hF )2 +⋯ + (hF )n +⋯)

− hF (I + hF + (hF )2 +⋯ + (hF )n +⋯)

= I + [hF − hF ] + [(hF )2 − (hF )2] + ⋯

= I.

Consecuentemente

un+1 = (I + hF + (hF )2 +⋯ + (hF )n +⋯)un

= (I − hF )−1un,

Aplicando la función I − hF en ambos lados de la ecuación se tiene que

un+1 − hF (un+1) = un, (5.19)

y por consiguiente

un+1 = un + hF (un+1). (5.20)

Nótese que esta ecuación es análoga a la ecuación (3.38) del método de Euler hacia atrás.

5.2.3. FractalNet

Así como la PolyNet, la FractalNet [56] propuesta en 2016, no fue inspirada inicialmente

por un método numérico para resolver ODEs, pero de igual forma es posible encontrar una

conexión.
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Sea c el índice del fractal truncado fc(⋅). Considérese el caso base:

f1(z) = conv(z) (5.21)

En [56] define el fractal de manera recursiva

fc+1(z) = [(fc ○ fc)(z)] ⊕ [conv(z)], (5.22)

donde ⊕ es el operador de unión, y puede representar concatenación, adición, entre otras.

Traduciendo la ecuación (5.22) a la notación de convoluciones y tomando a⊕b = a+b
2 queda

como

fc+1 =
1

2
kc ∗ z +

1

2
fc(fc(z)). (5.23)

La segunda iteración se obtiene de la siguiente manera:

Figura 5.1: Representación gráfica de un bloque de la FractalNet extraída del artículo

original [56].

f2(z) =
1

2
k1 ∗ z +

1

2
f1(f1(z)), (5.24)

de modo que en [47] establecen una relación con el método de Runge-Kutta de segundo

orden.



5.2. DNNS COMO DISCRETIZACIÓN DE ODES 57

5.2.4. Midpoint Network

La Midpoint Network fue propuesta por Chang et al en 2018 junto con otras redes

reversibles [57]. El concepto de reversibilidad en las redes puede verse en [58], y su propósito

es no tener que almacenar las activaciones en la memoria, debido a que estas pueden ser

reconstruidas con la salida.
Xn+1 −Xn−1

2h
= F (Xn) (5.25)

Lo cuál da lugar a la siguiente propagación hacia adelante

Xn+1 =Xn−1 + 2hF (Xn) (5.26)

Se puede observar la reversibilidad algebráicamente, asumiendo que se tienen los dos últi-

mos estados XL y XL−1,

XL−2 =XL − 2hF (XL−1). (5.27)

Por otro lado, en [57] se modifica la función (5.6) para satisfacer el criterio (5.16), de modo

que se propone la función

F (X) = σ((A −AT )X + b) (5.28)

debido a que todos los eigenvalores de A −AT son imaginarios.

Xn+1 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2hσ((An −ATn)Xn + bn), j = 0

Xi−1 + 2hσ((An −An)TXn + bn), j > 0.
(5.29)

5.2.5. IMEXnet

Así como el problema de Valor Inicial puede ser estable, es importante que el método

numérico seleccionado también goce de estabilidad. Los métodos explícitos destacan por

su simplicidad, y sobre todo por su costo computacional reducido. Sin embargo, cuando

se habla de estabilidad, los métodos implícitos suelen mostrar superioridad [59]. Para

aprovechar los beneficios de ambos tipos de métodos, se creó el método Implícito-Explícito

(IMEX) en [60]. En su versión más simple, consiste en que si se tiene una ecuación de la

siguiente forma:

Ẋ = f(X, t) + g(X, t), X(0) =X0, (5.30)
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se aproxima la solución con el uso del Euler hacia adelante para f y Euler hacia atrás para

g

wn+1 = wn + hf(wn, tn) + hf(wn+1, tn+1), w0 = y0. (5.31)

es posible variar los métodos implícitos e implícitos utilizados y convendrá usarlos depen-

diendo de la forma específica de g.

Motivados por este método, surge una red llamada IMEXnet [61] propuesta por Haber

y Ruthotto con el propósito de crear una red estable. Es posible reescribir la ecuación (5.5)

Ẋ(t) = F (X(t), t) +MX(t) −MX(t) (5.32)

donde se puede seleccionar la matriz M cómo una matriz simétrica y definida positiva. El

sumando F (X(t), t) +MX(t) es el término explícito y −MX(t) el término implícito. De

modo que la discretización con el método IMEX es como sigue:

Xn+1 =Xi + h[F (Xn) +MXn] − hMXn+1 (5.33)

⇒Xn+1 + hMXn+1 =Xn + hF (Xn) + hMXn (5.34)

⇒ (I + hM)Xn+1 =Xn + hF (Xn) + hMXn, (5.35)

(5.36)

Con lo que es la propagación hacia adelante de la IMEXnet queda determinada por:

Xn+1 = (I + hM)−1(Xn + hF (Xn) + hMXn). (5.37)

En el artículo original [61] se discuten sus ventajas y desventajas.

5.2.6. Otros Avances

En este capítulo se vio que se puede hacer un análisis de estabilidad de las redes

[30,62], gracias sus versiones continuas como IVPs. Además analizó una variedad de redes

que guardan relación con métodos numéricos para la solución de ecuaciones diferenciales

basadas en el sistema dinámico (5.5).
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Entre las redes reversibles propuestas en [57] también se propuso una red basada en

una ecuación de segundo orden

Ẍ(t) = −A(t)Tσ(A(t)X(t) + b(t)). (5.38)

En [63] se proponen redes basadas en Ecuaciones Diferenciales Parciales, basadas en el

IVP

∂tX(θ, t) = F (θ(t),X(t)), t ∈ (0, T ], (5.39)

X(θ,0) =X0. (5.40)

Se consideran redes basadas en métodos numéricos de múltiples pasos [47], y también

basadas en sistemas hamiltonianos [30,57].
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Capítulo 6

Experimentos y Resultados

6.1. Descripción del problema

Para la fase experimental se utilizaron dos bases de datos. Como punto comparativo al

actual estado del arte, se utilizó una base de datos provista por el Pollen Challenge [64]. El

objetivo del concurso era clasificar los granos de polen utilizando un conjunto de imágenes

bajo microscopio.

Las imágenes de microscopio fueron digitalizadas y clasificadas por expertos aerobio-

lógicos en 4 clases, las cuales incluyen 3 especies de polen y una clase extra que podría ser

confundida con polen (burbujas, aire, etc).

6.2. Métricas para clasificación Binaria

Analizaremos primero el caso de las métricas en un problema de clasificación binario.

Es decir, dada una clase C, es posible que un dato y pertenezca o no pertenezca a C. Es
importante describir primero las métricas en este tipo de problemas, debido a que cuando

nos adentremos a la clasificación multiclase, estas métricas nos serán de utilidad.

61
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Figura 6.1: Imagen extraída de la página oficial del Pollen Challenge [64].

6.2.1. Matriz de confusión

Considérese un problema de clasificación binario. En el mejor de los casos, el modelo

podría predecir perfectamente qué datos pertenecen a la clase y cuáles no lo hacen. Sin

embargo, siendo que es un modelo estadístico, el modelo no siempre acertará, y usando los

datos etiquetados se puede detectar en dónde ha habido una confusión. El modelo puede

confundirse de dos maneras: La primera es afirmando que y ∈ C cuando no es el caso, y la

segunda es clasificar y ∉ C, cuando en realidad y sí pertenecía a la clase. Por tanto, existen
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4 posibilidades:

1. Verdaderos positivos: Aquellos datos que sí pertenecen a la clase, y fueron clasi-

ficados dentro de la clase. A la cantidad de verdaderos positivos se le denota TP por

sus siglas en inglés.

2. Falsos positivos: Aquellos datos que sí pertenecen a la clase, y fueron clasificados

fuera de la clase. A la cantidad de falsos positivos se le denota FP por sus siglas en

inglés.

3. Verdaderos negativos: Aquellos datos que no pertenecen a la clase, y fueron clasi-

ficados fuera de la clase. A la cantidad de verdaderos negativos se le denota TN por

sus siglas en inglés.

4. Falsos negativos: Aquellos datos que no pertenecen a la clase, y fueron clasificados

dentro de la clase. A la cantidad de falsos negativos se le denota FN por sus siglas

en inglés.

Es posible agrupar toda esta información en una matriz conocida comomatriz de confusión.

Definición 6.1. Considérese el problema de clasificación (2.9) con m = 2. Sea f ∶ Rn → C

el modelo. Definimos los siguientes valores:

TP = ∣{yi ∶ ci = (1,0)T y f(yi) = (1,0)T}∣

FP = ∣{yi ∶ ci = (0,1)T y f(yi) = (1,0)T}∣

TN = ∣{yi ∶ ci = (0,1)T y f(yi) = (0,1)T}∣

FN = ∣{yi ∶ ci = (1,0)T y f(yi) = (0,1)T}∣.

La matriz de confusión se define como

D =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

TP FP

FN TN

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (6.1)
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Figura 6.2: Matriz de confusión para clasificación binaria.

6.2.2. Exactitud

La Exactitud se define como la razón de las predicciones acertadas y las predicciones

totales. En el aprendizaje automático suele ser la métrica principal, ya que determina el

porcentaje de aciertos. Sin embargo, no es el único factor a tomar en cuenta.

Definición 6.2 (Exactitud). Considérese los valores TP , FP , TN , FN de la definición (6.1).

La Exactitud A se define como

A = TP + TN
TP + FP + TN + FN

(6.2)

6.2.3. Sensibilidad y Especificidad

Existen ocasiones en las que no es conveniente utilizar la exactitud como único criterio

del desempeño, especialmente cuando se tiene un conjunto de datos desbalanceado (Sección

1.3.5). Por ejemplo, al detectar llamadas fraudulentas, no servirá usar la exactitud, porque

casi ninguna llamada es fraudulenta. Lo conveniente sería conocer cuántas veces se acertó
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al tratar de predecir resultados negativos (especificidad) o viceversa, cuántas veces se

acertó al tratar de predecir resultados positivos (sensibilidad).

Definición 6.3. Considérese los valores TP , FP , TN , FN de la definición (6.1). La Sensi-

bilidad R y la Especificidad E se definen respectivamente como

R = TP
TP + FP

(6.3)

E = TF
TF + FN

(6.4)

6.2.4. Precisión

Definición 6.4 (Precisión). Considérese los valores TP , FP , TN , FN de la definición (6.1).

La precisión P se define como

P = TP
TP + FP

(6.5)

6.2.5. F1-score

En algunos problemas, es necesario tomar en cuenta la precisión y la sensibilidad por

igual. La F1-score, propuesta en 2006 en [65], se define como la media armónica de estas

dos métricas.

Definición 6.5 (F1-score). Considérese los valores TP , FP , TN , FN de la definición (6.1).

La F1-score F1 se define como

F1 =
2

1
R + 1

P

= 2RP

R + P = TP
TP + 1

2(FP + FN) (6.6)

6.3. Métricas para clasificación multiclase

En cuanto a la problema de clasificación con m clases, no podemos hacer uso directo

de las todas las fórmulas anteriores. Sin embargo, es posible conseguir una matriz de
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Figura 6.3: Métricas más comunes en el Aprendizaje de Máquina.

confusión. En este caso, el eje x determina la verdadera etiqueta, y el eje y determina la

etiqueta predicha por el modelo.

De modo que la matriz de confusión para el problema de clasificación multiclase es de

la siguiente forma:

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

d1,1 d1,2 ⋯ d1,m

d2,1 d2,2 ⋯ d2,m

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
dm,1 dm,2 ⋯ dm,m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (6.7)

dónde di,j es la cantidad de elementos pertenecientes a la clase j que fueron clasificados en

la clase i. Por tanto, un modelo que clasifique todas las instancias correctamente, tendrá

una matriz de confusión diagonal.

Definición 6.6. Sea D una matriz de confusión, su versión normalizada se determina

por la regla

d̂i,j =
di,j
∣Ci∣

(6.8)
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Es sencillo definir la forma generalizada de la exactitud, basándonos en que es la razón

entre la cantidad total de aciertos (La suma de los elementos en la diagonal de la matriz

de confusión) y la cantidad total de instancias, es decir la suma de cada entrada de la

matriz.

Definición 6.7. Sea D una matriz de confusión. Se define la exactitud A de la siguiente

manera:

1. Exactitud:

A = ∑
n
i=1 di,i

∑i,j di,j
(6.9)

Figura 6.4: Ejemplo de matriz de confusión generada para este trabajo con Python.

Por otro lado, para las métricas de precisión y sensibilidad se tienen dos posibles

definiciones: Las métricas Macro y las métricasPonderadas.

Para cada clase Ci, se tiene un problema de clasificación binario, pues una instancia

puede pertenecer, o no a la clase Ci. De modo que para este problema binario existe una

métrica Mi, donde M puede ser la sensibilidad, la especificidad, la precisión o F1-score.

Para hallar el macro de M : MacroM basta con hallar el promedio:

MacroM = 1

n

n

∑
i=1

Mi (6.10)
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Por otro lado, parar hallar la métrica ponderada es necesario considerar el número de

elementos en cada conjunto

WeightedM = 1

∣C ∣
n

∑
i=1

∣Ci∣Mi (6.11)

6.4. rkNet. Una red basada en Runge-Kutta

En el capítulo anterior se expusieron algunas redes inspiradas en métodos numéricos

para la resolución de ODEs. La ResNet [19] es el análogo al método de Euler y la MiddleNet

[57] es el equivalente al método del punto medio. Puede verse su diagrama en la Figura

6.5.

Figura 6.5: Modelos equivalentes a Métodos Numéricos. Los símbolos de adición, repre-

sentan la suma ponderada de sus partes.

El método de Euler es un método de orden 1, mientras que el del punto medio es
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de orden 2. Por lo que una pregunta natural, es si el incremento del orden, tiene alguna

repercusión en el desempeño de un modelo. Los métodos de Runge-Kutta pueden alcanzar

ordenes altos, bajo ciertas restricciones, y el de orden 3 luce de la siguiente forma:

wn+1 = wn +
h

6
(k1 + k2 + k3), (6.12)

donde

k1 = f(tn,wn)

k2 = f (tn +
h

2
,wn +

h

2
k1)

k3 = f (tn +
h

2
,wn − hk1 + 2hk2)

Sin embargo, para traducir a CNN’s es necesario tomar el doble de h, para tener pasos

enteros.

Xn+1 =Xn +
h

3
(k1 + k2 + k3), (6.13)

donde

k1 = f(θn,Xn−1)

k2 = f (θn,Xn + hk1)

k3 = f (θn+1,Xn − 2hk1 + 4hk2)

Para calcular X1 se utiliza el método de Euler, es decir: X1 =X0 +hf(X0). Esto no afecta

el orden del método, debido a que se realiza sólo en el primer paso.

De modo que la rkNet propuesta se representa con el diagrama de la Figura 6.6. Nótese

que es un método explícito, pues pese a la dependencia de los pesos θn+1, sólo se requieren

los valores de Xn y Xn−1 para hallar Xn+1.
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Figura 6.6: Diagrama de la rkNet. Dadas las entradas Xn−1 y Xn.

6.4.1. Opciones para F

Debido a que el problema de valor inicial discretizado es

Ẋ(t) = F (t,X(t)), (6.14)

es crucial tomar una F adecuada, que implemente convoluciones. En la literatura se utilizan

funciones en forma de composición de convoluciones, normalizaciones, y activaciones. Dos

muy comunes son la Basic Function F1 y la Bottleneck Function F2 (Figura 6.7) [19,66].
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Figura 6.7: Representación de las posibles funciones.

6.5. Resultados

Se construyeron 4 redes en total, variando las profundidades y la dinámica de la ecua-

ción diferencial que discretizan. Las redes de profundiad 34 y 68 fueron creadas con la

función básica F1. Mientras que las redes con profundidad 50 y 101 fueron creadas con la

función cuello de botella F2. La forma general de las redes se puede apreciar en la Figura
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6.8

Figura 6.8: Descripción general de las arquitecturas.

Como se puede observar en la Figura 6.9, la rkNet tiene la mejor exactitud seguido

de la middleNetde. Esto ocurre de manera consistente en todas las profundidades incluso

en la profundidad 34, como se puede comprobar en la tabla de resultados. Cabe destacar

que el uso de la función básica por sobre la función de cuello de botella tiene un impacto

significativo en todas las métricas. La rkNet68 tiene el mejor desempeño en casi todos los

rubros. y de manera general, la rkNet se muestra superior a sus contrapartes de orden

menor.

6.5.1. Inicialización

Este problema particular, parece ser muy sensible a la inicialización de sus parámetros.

En la siguiente sección veremos como la transferencia de aprendizaje, afecta positivamente

los resultados de la resNet. Más aún, se detectaron diferencias importantes al inicializar

los parámetros con Kaiming Normal, y al inicializar de manera aleatoria: U(− 1
√
n
, 1
√
n
).
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Figura 6.9: Gráficas de la exactitud con respecto a la época para cada profundidad.

Algunos experimentos con Kaiming Normal no tienen su contraparte con la inicializa-

ción aleatoria (y viceversa). Sin embargo los experimentos de ambas inicializaciones varían

en:

Profundidad

Dinámica del sistema (función F1 o F2)

Tamaño de paso (h = 1 o h = 0,5).

De modo que se graficaron 14 experimentos de Kaiming Normal y 18 de inicialización

aleatoria (El default de PyTorch). Cómo se puede ver en la Figura 6.10, existe una sutil
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Modelo exac-

titud

F1

ponde-

rada

preci-

sión

ponde-

rada

sensibi-

lidad

ponde-

rada

F1 ma-

cro

preci-

sión

macro

sensibi-

lidad

macro

middleNet34 94.41 94.34 94.41 94.36 90.47 88.32 92.86

resNet34 94.03 93.93 94.03 93.98 89.70 87.38 92.33

rkNet34 94.55 94.46 94.55 94.50 90.64 88.23 93.34

middleNet50 92.87 92.71 92.87 92.83 87.22 84.36 90.74

resNet50 92.59 92.46 92.59 92.49 87.19 84.56 90.25

rkNet50 93.01 92.92 93.01 92.94 87.49 86.63 88.54

middleNet68 93.99 93.90 93.99 93.91 89.59 87.24 92.20

resNet68 93.64 93.51 93.64 93.55 88.97 86.38 91.89

rkNet68 94.62 94.53 94.62 94.58 90.63 88.15 93.43

middleNet101 91.46 91.22 91.46 91.31 85.21 82.81 88.22

resNet101 90.27 89.99 90.27 89.98 82.59 80.03 85.62

rkNet101 92.97 92.85 92.97 92.84 87.46 85.81 89.36

Cuadro 6.1: Comparación de Modelos.

mejora cuando se utiliza la inicialización aleatoria.

Las cruces azules parecen ser una traslación hacia arriba de las cruces amarillas.

Además, los experimentos que se realizaron con ambas inicializaciones, todos los casos

mostraron mejor desempeño con la inicialización aleatoria (véase la Tabla 6.2).

6.5.2. Estabilidad (tolerancia al ruido)

Una red estable es aquella que tiene un cambio mínimo en la salida, cuando se varía

un poco el valor de entrada. Para evaluar la estabilidad de las redes se generaron 7 nuevos

conjuntos de prueba, con ruido en las imágenes. Cada imagen de los nuevos conjuntos fue
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Figura 6.10: Se tienen 18 experimentos con inicialización aleatoria y 14 con inicialización

de Kaiming Normal.

modificada usando ruido gaussiano: a cada pixel de la imagen se le sumó un valor con

probabilidad normal N(0, σ). Los valores de sigma seleccionados fueron 0.1, 0.2, 0.3, 0.4,

0.5, 0.6 y 0.7.

Figura 6.11: Ejemplo del desempeño de una red ante el ruido.

Se encontraron dos tipos de comportamiento determinados por la dinámica de la ee-

cuación diferencial, es decir, las redes con profundidad 50 y 101 mostraban diferencias con

respecto a las redes con profundidad 34 y 68. Cuando la dinámica se determina por la

función de cuello de botella F2, se obtiene mayor estabilidad que al usar la función básica

F1 en el sentido de que se tienen cambios menos abruptos con el incremento de ruido

(Véase Figuras 6.12 y 6.13). Otra observación importante es que la rkNet34 y la rkNet68

tienen la mayor exactitud cuando hay ausencia de ruido, y cuando ocurre el mayor ruido
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Modelo Step Size h Inicialización Kaiming Inicialización Aleatoria

rkNet34 0.50 93.11 94.34

middleNet34 0.50 92.06 94.17

rkNet50 1.00 91.50 93.01

resNet34 0.50 92.45 94.24

middleNet34 1.00 92.94 94.41

rkNet34 1.00 91.11 94.55

middleNet68 1.00 92.06 93.99

rkNet68 1.00 93.61 94.62

resNet68 0.50 92.27 94.20

resNet34 1.00 92.97 94.03

Cuadro 6.2: Comparación de exactitudes, respecto a las inicializaciones.

del experimento pasan hasta abajo en la tabla de resultados. La rkNet50 también parece

inestable con ruidos altos.

Por otro lado, cuando σ < 0,5, las rkNets siguen estando por encima de las demás.

6.5.3. Tamaño de Paso

Dada la relación que guardan estas redes con los métodos numéricos, es interesante

cuestionarse el efecto que generan ciertas modificaciones al algoritmo. Un ejemplo de esto,

es el tamaño de paso. En [67] se estudia el comportamiento de las resnets variando el ta-

maño de paso. Sin embargo, este artículo presenta resultados eliminando la normalización

por lotes.

En este trabajo se seleccionaron 3 tamaños de paso diferentes (0.3, 0.5 y 0.1).Salvo

la midddleNet68 que empeora considerablemente cuando el tamaño de paso se reduce,

las demás redes no parecen mostrar ningún patrón. Aunque 4 de 6 obtuvieron su mejor

desempeño con h = 1. Por lo que no hay evidencia de que modificar el tamaño de paso
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Figura 6.12: Redes con dinámica determinada por la función de cuello de botella F2.

tenga algún efecto en la red (Figura 6.14).

6.5.4. Conjunto de datos reducido

En muchas ocasiones la recolección de imágenes de polen es un proceso costoso, con lo

que muchas veces se tiene un conjunto de datos reducido. Veremos entonces el desempeño

de las redes con profundidad 34, con el 20 % del conjunto de datos (1707 imágenes).

En la Tabla 6.3 se puede observar que la rkNet34 supera a las otras redes, en casi todos

los aspectos. Además, obtiene una exactitud del 91.22% y una puntuación F1 macro de

0.83. La exactitud que consiguen los agentes humanos según un estudio de [68] fue 67%.

De manera que los resultados obtenidos por nuestro modelo, son más que satisfactorios.

6.5.5. Transferencia de aprendizaje

Existen modelos preentrenados con cientos de miles de datos. En clasificación de imá-

genes, el conjunto más popular para la transferencia de aprendizaje es el de ImageNet [18],

con 1,281,167 imágenes. Las especificaciones indican el modelo preentrenado espera imá-
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Figura 6.13: Redes con dinámica determinada por la función básica F1.

Modelo exactitud F1

ponde-

rada

precisión

ponde-

rada

sensibi-

lidad

ponde-

rada

F1 ma-

cro

precisión

macro

sensibi-

lidad

macro

resNet34 90.41 90.01 90.41 90.20 82.68 79.19 87.38

middleNet34 90.90 90.60 90.90 90.77 82.70 79.44 87.07

rkNet34 91.22 91.05 91.22 91.56 83.40 81.94 86.41

Cuadro 6.3: Resultados con el 20 % del conjunto de datos.

genes de al menos 224 × 224, por lo que no es de sorprenderse que El mejor experimento

realizado obtuvo un 95.99% de exactitud con una resnet50 como modelo.
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Figura 6.14: Exactitud vs tamaño de paso h ∈ {0,25,0,5,1}.

Hiperparámetros

augmentation True

img dim 260

learning rate 0.001

num epochs 40

optimizer SGD

scheduler gamma 0.1

scheduler stepsize 10

⇒

Resultados

accuracy 0.959944

macro f1score 0.928582

macro precision 0.907895

macro recall 0.95214

weighted f1score 0.959352

weighted precision 0.959944

weighted recall 0.960013

Cuadro 6.4: Hiperparámetros y resultados del modelo con mayor exactitud.

Resultados con 200 imágenes por clase

En la sección 6.5.4 se exhibe la razón por la que evaluar nuestro modelo con conjuntos

de datos pequeños, es de gran ayuda. En esta ocasión usando transferencia de aprendizaje

con la resNet50 y sólo 200 imágenes por clase (800 imágenes en total), se adquirió una

exactitud del 90%. La matriz de confusión de este experimento se puede ver en la Figura
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6.15.

Figura 6.15: Gráficas de desempeño por épocas. Izquierda: Función de costo. Derecha:

Exactitud.

Resultados con 100 imágenes por clase

Llevando aún más lejos la reducción del conjunto de datos, utilizando únicamente 100

imágenes por clase, es decir, 400 imágenes en nuestro conjunto de datos de entrenamiento,

usando transferencia de aprendizaje se obtiene un 87% de exactitud. Véase Figura 6.16.

6.5.6. Análisis de la rkNet68

Se ha visto cómo la transferencia de aprendizaje puede mejorar el desempaño de las

redes de manera significativa. Sin embargo, la transferencia de aprendizaje involucra el

enternamiento de un modelo con millones de imágenes.

De modo que es de interes general, los resultados de la mejor red previo a la transfe-

rencia de aprendizaje. En esta oacsión es la rkNet68 con una puntuación F1 ponderada

de 94.53. En cuánto a las demás métricas, dicha red quedó en primer lugar en todas las
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Figura 6.16: Matriz de confusión con sólo 400 imágenes de entrenamiento.

métricas salvo la puntuación F1 macro en la que quedó en segundo lugar y la precisión

macro en la que quedó en tercer lugar (Tabla 6.1). Su matriz de confusión puede apreciarse

en la Figura 6.17.

Es evidente que el modelo confunde imágenes de otras clases como una instancia de la

clase 2, debido al desbalance del conjunto de datos. Sin embargo, aún así consigue métricas

decentes en todas las etiquetas.

6.5.7. Discusión

El diseño de arquitecturas con base en métodos numéricos para la solución de ODEs aún

es un área con mucho por explorar. Aparentemente la rkNet se sobrepone a las otras redes

de ordenes inferiores, en la mayoría de las métricas. Incluso en la sección de estabilidad,

donde las rkNets menos profundas se desempañaron pobremente, la rkNet101 fue más

estable que el resto de las CNNs.

De modo que se tiene una perspectiva prometedora con este tipo de arquitecturas.
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Figura 6.17: Matriz de confusión de la rkNet68.

Es posible construir un rkNet de orden 4 de forma análoga. Incluso se puede construir

una IMEX-Net tomando como método explícito algún método de RK. También queda

por explorar el potencial de la transferencia de aprendizaje en estas nuevas redes, pues la

resNet50 incrementó de manera considerable.

Por otro lado, el problema de clasificación de polen, fue resuelto con desempeños simi-

lares a los del estado del arte, en particular a los del Pollen Challenge [64].

De manera general, los datos apuntan a mejores resultados por parte de la rkNet,

seguido de la middleNet y por último la ResNet de manera consistente durante los expe-

rimentos. Por lo que esto podría sugerir que el orden de la ecuación diferencial influye en

los porcentajes obtenidos.
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