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Capitulo 1

Preliminares

Antes de poder hablar del aprendizaje profundo, o de redes neuronales convolucionales,
es importante sentar las bases matematicas y computacionales requeridas para su estudio.
A continuacién, se presentan algunas definiciones y resultados conocidos de temas tales

como calculo, algebra y ciencias de la computacion.

1.1. Resultados de Calculo y Algebra lineal

Definicion 1.1. Sean A y B dos conjuntos. El producto cartesiano A x B se define como
AxB ={(a,b):aeA ybe B}. (1.1)
De igual manera sean Ay, ..., Ag son conjuntos, el producto cartesiano se define como
Ay x Ay x..ox Ag={(ay,...,as)ta; € A, i=1,....8}. (1.2)
De modo natural, se define A" := Ax Ax...x A donde A se repite n veces.
A su vez, es conveniente destacar otra notacion
Notacién 1.2. Sean ay,...,a, € N. Denotamos Ra1xaz2x--xas := Ra1 x _ x R%,

Definicion 1.3. Sean u,v € R", el producto punto de u con v denotado como u-v es
ULV1 + UV + ... + Up Uy, (1.3)

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde u; y v; representan la i-ésima entrada de los vectores u y v respectivamente.

Definiciéon 1.4 (Polinomio de Taylor). Sea f una funcion n veces diferenciable, y sea

J® (a)
TR

Se define el Polinomio de Taylor de grado n para f en a como

g

P,o(x)=ay+ai(x—a)+-+a,(z—-a)"
donde f*) representa la k-ésima derivada de f.
El polinomio P, ,(x) ha sido definido de manera que P, ,(a) = f(a) para 0 < k < n.

Definicion 1.5. Sea f una funcion tal que P, () existe, definimos el término residual
R,.o(x) como

Ry o(2) = f(2) = Poa(2). (1.4)
Teorema 1.6 (Teorema de Taylor). Supdngase que fO), f2) = f0+1) estin definidos

en [a,z]. Entonces

(n+1)
Ry.(x) = %(w —a)™! (1.5)

para algin t € (a,x).

Para clasificar las imégenes, los algoritmos de inteligencia artificial extraen caracteris-
ticas importantes de una imagen. ;Qué puede ser tomado en cuenta como importante?
Podria pensarse que las esquinas, los bordes u otros detalles. Sin embargo, los algoritmos
de aprendizaje automético suelen ser tomadas como cajas negras, donde las caracteristicas

relevantes de una imagen, a simple vista no parezcan intuitivas bajo la percepciéon humana.
Definicion 1.7 (Caracteristica). Una caracteristica x es un elemento de Rwd  dénde

w, h € N representan las dimensiones espaciales y d la cantidad de canales.

Definiciéon 1.8. Sea x una caracteristica en R™w*d  La vectorizacion de x, denotada

X =vec(x) es un vector en R4 tal que

X (k=1 hw(i-1)w+j = Tijks (1.6)

para todos 1=1,2,....h, j=1,2,...,w, k=1,2,....d.
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1% conv layer 27 conv layer 4™ conv layer 3 FC layer

Figura 1.1: En las redes neuronales convolucionales, las imégenes pasan por miltiples

filtros. El resultado de cada convolucién, es una caracteristica.

Definicion 1.9. Una matriz H es llamada Circulante si es de la forma

ho  hi - hya
hnaa ho -+ hyo

hy hy - ho

ya que H queda completamente determinada con la primera fila, es posible escribir H =

circ(hg, ..., hn-1).

Definicion 1.10. Una matriz H es llamada Doblemente Circulante por Bloques si es de

la forma

Hy Hy - Hna

Hy.i Hy - Hy.
H=|"" M2 2 cire(Ho, .., Hy_y ) e RNN? (1.8)

H, H, - H,

donde Hz = CZ.TC(hi70, . hi,N—l) e RNxN |

Definicion 1.11. Una funcion vectorial es una funcion de la forma f:R — R™.
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Definicion 1.12. La derivada f' de una funcion vectorial f : R — R”™ se define como

f(E+h) - f(t)
- :

f'(t) = lim (1.9)

Un teorema ttil para encontrar derivadas vectoriales es el siguiente:

Teorema 1.13. La derivada f' de una funcion vectorial f = (f1, fo, ..., fn), con fi : R >R

estd dada por
F1@) = (fi(0), f3(2), .. fr(D)). (1.10)

Definicion 1.14 (Gradiente). Sea f:R" - R. El gradiente de [ es el vector conformado

por las derivadas parciales en cada una de las n variables:

vf:(a—f af).

oxy 7 Ox,

(1.11)

Proposicion 1.15 (Regla de la cadena). Sea f:R" - R y v:R - R". Es posible hallar

la deriwada de la composicion.

d !
o (fev)=vi(u(®)) V(1) (1.12)

Definiciéon 1.16 (Notacion O-grande (Big O)). Sean f y g funciones f,g : N - R*.
Decimos que f(n) = O(g(n)) si existen enteros positivos ¢ y ng tales que para cualquier

entero n 2 ny,
f(n) <cg(n). (1.13)

Cuando f(n)=0(n), decimos que g(n) es una cota asintdtica superior de f(n).

1.2. Vision Computacional

El problema de clasificacion de imagenes, pertenece a la rama de la visién computacio-

nal. La siguiente definicion de imagen fue extraida del libro [1].

Definicion 1.17. Una imagen digital es una funcion I : D c Z? - U. Ddnde el domino
es un rectangulo con coordenadas enteras D =[1, M|nZx[1,N]nZ. La terna (x,y,u) se

conoce como pixel.
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» Cuando las imdgenes son a escala de grises se tiene que U = [0,255] nZ. Es decir

que u € U es un valor de 0 a 255.

» Si las imdgenes son a color, consideramos U = ([0,255] nZ)3. Es decir que u € U
es una terna de valores de 0 a 255. A cada entrada de la terna se conoce como un

canal de color.

Por otro lado, las imagenes pueden ser almacenadas en estructuras de datos conocidas
como tensores. Los tensores son arreglos multidimensionales, utilizados en aprendizaje de
méaquina (ML por sus siglas en inglés) para almacenar datos. Es posible representar una

imagen digital I como un Tensor de tres dimensiones.

Tzi,j,k::uka (u17u27u3) :[(iaj)a k: 17273 (114)

1.3. Inteligencia artificial y Aprendizaje profundo

El Aprendizaje de Maquina es un caso particular de la inteligencia artificial, en donde la
maquina aprende de los datos proporcionados. Para entender este concepto es importante

definir qué significa aprender.

Definicion 1.18. Se dice que un programa de computadora aprende de la experiencia E
respecto a un conjunto de tareas T y medida de rendimiento P si el rendimiento en las

tareas en T', medido con P mejora gracias a la experiencia E [2].

Ya que aprender, implica mejorar el rendimiento en una tarea especifica, es pertinente

remarcar algunas de las tareas mas comunes en el campo del aprendizaje automatico:

1. Clasificacién. Consiste en que el modelo reconozca que elementos pertenecen a
ciertas clases, teniendo en cuenta sus caracteristicas. Por ejemplo, distinguir perros

de gatos, o en el caso de este proyecto, diferenciar, tipos de polen y polvo.

2. Regresion. Aqui lo que se busca es usar la informaciéon existente para tener una
prediccion aproximada de algin escalar. Por ejemplo, predecir el precio de una casa

dadas sus caracteristicas (ubicacion, nimero de cuartos, antigiiedad, etc).
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3. Agrupamiento (Clustering). Este es un método de aprendizaje que tiene como
objetivo detectar similitudes entre las instancias, y separarlas en grupos de elementos

similares entre si.

1.3.1. Sobreajuste y Desajuste

En la mayoria de las tareas que puede realizar un modelo de aprendizaje automatico,
lo que se busca es encontrar una funcién f: D - R. donde nuestro dominio D pueden ser
imégenes, tensores, o sélo una tabla con datos relevantes. Por ejemplo, nuestra funcion f
podria ser la temperatura f(x) de manana donde x es un vector con informaciéon sobre
la presion atmosférica, la temperatura de ayer, y la velocidad del viento. Por supuesto, la
funcion f es desconocida, y el aprendizaje automético sélo pretende aproximarse lo mejor
posible. D podria ser un conjunto infinito, muy grande, o simplemente poco explorado.

Asumiendo que se tiene un conjunto finito Xy = {(x, f(x)) : © € Xy € D}. Nuestro
objetivo sera aproximar f haciendo uso de los datos conocidos. Un buen intento inicial
es f: D > R, dado por f(z) = f(x). Sin embargo, esto no nos da informacién con
respecto a los valores fuera de X,;. Claro que si D fuesen los reales, bastaria con hacer

una interpolacion, o incluso se puede definir

fa) = T SZ: et (1.15)
0 st z¢X

Esto por supuesto seria una funcién que predice perfectamente los valores f(x). Sin
embargo, es claro que cualquier x ¢ X generara un resultado incorrecto. Cuando ocurre
esto, decimos que el modelo no generaliza bien. Es decir, tiene sobreajuste.

Para evitar el sobreajuste, es importante que nuestro modelo entrene utilizando un
conjunto X' y sea evaluado con un conjunto de prueba X', cuyos datos no hayan influido
en la aproximacion de f . Para determinar cuan buena fue nuestra aproximacion, se utiliza

una funcion denominada funcién de costo. Una de las funciones de costo més comunes es
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Generalizacién Sobreajuste

Figura 1.2: Cuando un modelo tiene sobreajuste se dice que memorizo6 las etiquetas de los

datos, en vez de encontrar patrones para generalizar.

la raiz cuadrada media RMSE.

(1.16)

donde §; = f (z:) v {(xi,y:)}Y, puede ser el conjunto de prueba o el de entrenamiento.
Los modelos suelen minimizar la funcién de costo en el conjunto de entrenamiento, con la
esperanza de a su vez minimizar el error de prueba.

Sin embargo, el conjunto de funciones que puede adoptar un modelo, depende de
la cantidad de parametros que este tenga, lo cual se conoce como capacidad. Con una
capacidad suficiente, siempre es posible hacer un mapeo perfecto entre entradas y etiquetas.
Sin embargo, no es la funcién que se adapte mejor a los datos de entrenamiento la que es
mas conveniente, sino la que generalice mejor. Cuando la capacidad de un modelo es muy
reducida, puede ocurrir que no sea posible reducir el error de entrenamiento y con ello se

dice que el modelo sufre de un desajuste.

1.3.2. Regularizaciéon

Cuando se entrena un modelo, son necesarias dos partes:
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Desajuste

Figura 1.3: Cuando el error de entrenamiento es muy grande, la causa podria ser un

desajuste.

1. Optimizacion: en donde se busca minimizar la funcién de costo.

2. Generalizacion: es importante que las predicciones de nuestro modelo sean aplicables

con datos que no hayan sido vistos en el entrenamiento.

Sin embargo, no es facil conseguir ambos objetivos simultaneamente. En vez de priorizar
alguno de los dos, la regularizacién pretende lograr que se satisfagan ambos de la mejor ma-
nera. Es decir, la regularizacion es cualquier modificacion en el algoritmo de entrenamiento
cuyo objetivo sea reducir el error de generalizacion, pero no el error de entrenamiento.
Una de las formas mas comunes de regularizar un modelo que aprende la funcién
f(x,0), es agregando una penalizacion R(#) a la funcion de costo, donde € son los para-

metros del modelo.

1.3.3. Funciéon de activacion.

Con la intenciéon de ampliar el conjunto de funciones que un modelo puede predecir,

en cada capa de las redes neuronales se incluye una funcién no lineal denominada funcién
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de activacién. En caso de no incluirla, el conjunto de funciones disponibles para nuestro
modelo serian sélo funciones lineales, debido a que la composicion de dos funciones lineales
Ly y Ly da lugar a otra funcion lineal Lq o L.

Existen muchos ejemplos de funciones no lineales. En un principio se usaban funciones
suaves como la funcion sigmoidal (1 + exp(z))~!, la tangente hiperboélica tanh(z), o la
funcién Softplus %log(l +exp(fz)). Sin embargo, los modelos recientes utilizan funciones

no suaves como es el caso de la mas popular, ReLU max(z,0).

TANH HARDTANH SIGMOID
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
-1 -1 1 -1
-2 1 -2 1 -2
-3 t—1— =t -3t ——H -3t T
-3-2-10 1 2 3 -3-2-101 2 3 -3-2-10 1 2 3
SOFTPLUS RELU LEAKYRELU
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
-1 - -1 - -1
-2 1 -2 1 -2 4
-3 H—— 1 -3t ——H 34— ——
-3-2-10 1 2 3 -3-2-101 2 3 -3-2-10 1 2 3

Figura 1.4: Funciones de activacién comtinmente utilizadas.

1.3.4. Transferencia de aprendizaje

La transferencia de aprendizaje en el campo del aprendizaje profundo, es un concepto

motivado por la psicologia, que se basa en usar conocimientos adquiridos para cierta tarea
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A, con el objetivo de aprender alguna tarea B [3]. Por ejemplo, si una persona sabe bailar
salsa, posiblemente pueda usar esos conocimientos para aprender a bailar bachata.

En la mayoria de los casos, los conjuntos de datos tienen una cantidad limitada de
imagenes etiquetadas. Una posible solucién a este problema, es usar aprendizaje semisu-
pervisado, el cuél requiere algunas imégenes etiquetadas, pero también se pueden usar
varias imégenes no etiquetadas. Sin embargo, incluso los conjuntos de datos no etique-
tados, pueden ser insuficientes. Cuando se tienen conjuntos de datos muy pequenos, es
posible apoyarse de modelos pre-entrenados con millones de imagenes, con la esperanza
de que las caracteristicas aprendidas anteriormente, sean de utilidad en el nuevo conjunto

de datos.

1.3.5. Conjuntos desbalanceados

Cuando se enfrenta el problema de clasificacion, digamos con m clases, uno esperaria
que tengamos suficientes ejemplos de cada clase. Mas aun, para que nuestro modelo no
tenga ningin sesgo por ninguna clase, es preferible que en nuestro conjunto de entrena-
miento, todas las clases tengan una cantidad similar de ejemplos. De lo contrario, nuestro
modelo podria ser entrenado con demasiados elementos de una clase particular C, y ten-
derfa a clasificar muchos elementos en la clase C. Ademas de esto, si nuestro conjunto de
prueba también estd desbalanceado, no se veria reflejado el sesgo en métricas comunes

como la exactitud y la precision.

Definicion 1.19. Sea C un conjunto de datos, cuyas clases son Cy,...,Cy,. Un conjunto de
datos se dice balanceado con tolerancia de € si

Cil
C

1-€<
[

<l+e, 4,§7=1,2,....,m. (1.17)
Un conjunto es desbalanceado bajo la tolerancia € si no es balanceado.
Para efectos practicos, diremos que un conjunto balanceado con tolerancia € = 0,1

Ejemplo 1.20. Supongase ahora que dada una lista de caracteristicas, se quiere clasificar

a las personas infectadas de COVID-19. En México el indice de positividad en la semana
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46 fue del 17% . Por lo que si se toman todas las pruebas realizadas se tendria la

siguiente razon:

|CNeg|
|OPos|

El tamano de la clase de pruebas negativas es casi 5 veces mayor al tamano de la clase

=4,8823 > 1,1. (1.18)

de pruebas positivas. Por consiguiente, estariamos en presencia de un conjunto de datos

desbalanceado.

Conjunto Desbalanceado Conjunto Balanceado

Figura 1.5: Ejemplos de conjuntos balanceados y desbalanceados.

Afrontar un problema con un conjunto desbalanceado

La forma principal de lidiar con un conjunto desbalanceado es, valga la redundancia
balancear el conjunto. Es decir, forzar al conjunto a tener clases cuyos tamanos coincidan.

Para conseguir esto, es posible seguir distintas estrategias.

» Submuestreo. Consiste en tomar la clase mayoritaria (la clase con menor ntmero de

elementos) y eliminar algunas instancias, de modo que el conjunto quede balanceado.
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La manera més sencilla, es tomando elementos aleatorios del conjunto. Sin embargo,
esto puede retirar instancias que contengan informacion esencial, por lo que soélo es

recomendable en caso de tener un conjunto de datos muy grande.

Otros algoritmos, heuristicos se basan en dos diferentes modelos de teoria de ruido.
Algunos investigadores consideran que las instancias cercanas a los margenes de cla-
sificacion de dos clases, son consideradas ruido. Por otro lado, algunos investigadores
consideran que las instancias presentes en vecindades de varias etiquetas distintas, se
pueden considerar como ruido. De modo que en lugar de remover elementos aleato-
rios, estas estrategias implican hacer el submuestreo tomando en cuenta tnicamente

las instancias que no sean ruido.

Sobremuestreo. Al igual que en el submuestreo, existe el sobremuestreo aleatorio,
el cual se basa en crear copias idénticas de las instancias de la clase minoritaria, de
modo que la nuestra clase minoritaria alcance la magnitud del resto de clases. Al

aplicar este método, se incrementa el riesgo de sobreajustar el modelo.

Otros algoritmos de sobremuestreo, generan instancias sintéticas para incrementar
la cantidad de datos en una clase. Existen diversas formas de conseguir esto. Una
posibilidad, es usando el aumento de datos tinicamente en la clase minoritaria, permi-
tiendo rotaciones, traslaciones y otras transformaciones. Existe también algoritmos

como el VAE [5], SMOTE [6], MSMOTE |[7].

Meétricas distintas a la exactitud

Como hemos mencionado antes, la exactitud no debe ser la tinica métrica a considerar

en un problema con conjunto de datos desbalanceado. La razon es simple: es posible obtener

una muy buena exactitud sin realmente hacer predicciones de nuestra clase minoritaria.

Ejemplo 1.21. Si tenemos un conjunto de datos con dos clases, tal que una clase C

representa el 99 % de las instancias, y la clase Cy el 1% restante. Si tomamos el clasificador
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i_=h

Submuestreo Sobremuestreo

Figura 1.6: Representacion grafica del submuestreo y el sobremuestreo.

f:C—>{1,2}, f(z) =1. Claramente nuestra exactitud seria del 99 %, pero las predicciones

de nuestra clase minoritaria aciertan un 0% de las veces.

Una forma de sobrellevar el efecto visto en el ejemplo es analizando el desempeno
del clasificador para cada clase por separado y luego hacer un promedio. En el caso de
nuestro ejemplo todas las instancias que en verdad pertenecen a la clase 1, fueron clasifi-
cadas correctamente (1.0), y las instancias que pertenecen a la clase 2, fueron clasificadas
todas incorrectamente (0.0). Con lo con esta nueva métrica tendriamos una puntuacion
de % =0,5. En el capitulo |§| se definen formalmente las métricas relevantes para este

trabajo. Sin embargo, las métricas més utilizadas para este tipo de problemas son las

siguientes:

Matriz de confusion: De ésta matriz, se pueden obtener métricas ttiles tales como

Especificidad, Sensitividad, Precision, Recall

F1-score: La media armonica de precision y recall

ROC curves

Logloss
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» Kappa: Exactitud de la clasificacion, normalizada por el desbalance de clases en

nuestros datos.



Capitulo 2

Redes Neuronales Convolucionales

Las primeras Redes Neuronales Convolucionales (CNN por sus siglas en inglés) datan
de 1980 por Fuksihima [§] y 1998 desarrollada por Yann Lecun [9]. Sin embargo, no fue
hasta el 2012 con la introduccion de la AlexNet [10] que la comunidad cientifica empez6 a
destinar recursos considerables a su estudio. Con el propésito de entender a profundidad a
las CNNs, definiremos lo que es una convoluciéon. Para un estudio méas detallado es posible

consultar |11}/12].

2.1. Convoluciones

La convolucién es una operacioén binaria que tiene muchas aplicaciones en los campos de
matematicas y fisica [13], tales como algebra lineal y procesamiento de senales. En cuanto
a Inteligencia Artificial se refiere, las convoluciones son utilizadas para construir arquitec-
turas invariantes ante las traslaciones [14]. A continuacion se definen mateméaticamente

las convoluciones y en la Seccion 2.2] se definen las CNNss.

Definiciéon 2.1 (Convolucién). Sean f,g: R - R. La convolucion de f con g, denotada

como f * g se define como:

(F*9)0)= [ F()glt-r)ir

15
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Una de las propiedades de las convoluciones es que son invariantes ante las traslaciones

[14).

Proposicion 2.2. Sea T,f el operador de traslacion definido por T,f(t) = f(t +a). Se
tiene que

T.(I+ K)=(T,f) K. (2.1)

Sin embargo la Definicion no es muy practica para los paradigmas computacionales,
pues las limitaciones fisicas nos obligan discretizar la integral a modo de suma. Ademas,
las imagenes son funciones cuyo dominio es subconjunto de R2. Por lo que es necesario

extender la definicion [2.1] a mas de una dimension.

Definicién 2.3 (Convolucion de una imagen con un kernel). Sea I una imagen y K un

kernel bidimensional. La convolucion de I con K es la imagen (I » K) definida como:

(I*K)(i,j)=> I(mn)K(i-m,j-n).

En varias bibliotecas de aprendizaje automatico se implementa una correlaciéon cruzada
en lugar de una convolucién. La tnica diferencia entre una correlaciéon cruzada y una
convolucion es la orientacion del Kernel. En este trabajo, adoptaremos la convencion usual

de referirnos a las correlaciones como convoluciones.

Definicion 2.4. Sea I una imagen y K un kernel bidimensional. La correlacion cruzada

de I con K es la imagen definida por

(I*K)(i,j)=) > I1(i+m,j+n)K(m,n).

Cuando calculamos la correlacion cruzada, desplazamos el kernel 1 pixel a la vez. Sin
embargo, es posible aumentar la cantidad de pixeles que avanza el kernel en cada iteracion.

A esto se le conoce como tamano de paso
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Figura 2.1: Representaciéon de una convolucion. Para cada posicion del Kernel sobre la
imagen, se realiza una multiplicacion entrada por entrada del Kernel y un conjunto de

pixeles de la imagen, del mismo tamano que el Kernel.

2.1.1. Stride

Definiciéon 2.5. Sea x una caracteristica, y K un kernel. Denotamos la correlacion cru-

zada con tamano de paso a, de la siguiente manera
(I*K)lo=(I*K)(i,5) =) > 1(i+m+a-i,j+n+a-j)K(m,n) (2.2)

Debido a las convenciones en la notacién, a la correlacion cruzada con tamano de paso

a, también se le llamara convolucién con tamano de paso a.

2.1.2. Convoluciones con miultiples canales

Las imagenes RGB suelen tener 3 canales, cada uno representa la intensidad de cada
color: rojo, verde y azul respectivamente. Mas atin, en las redes modernas, se suelen hallar
caracteristicas con miultiples canales, en cada capa. Es por esto, que es imperativo definir
convoluciones para caracteristicas con mas de un canal. Antes de definir lo que es una

convoluciéon para miltiples canales, definiremos un concepto mas general de kernel.

Definicion 2.6. Decimos que un kernel K multicanal tiene di canales de entrada y dsy
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5x8 feature

Figura 2.2: Convoluciéon con tamano de paso 2

canales de salida cuando K e RFxkxdixdz

Ky Kip - Kig,
Ky1 Ko -+ Koy,

Ka1 Kay2 - Ky,

Cada K; ; € R representa un subfiltro de K.

Cuando no exista ambigiiedad, los kernel multicanal también pueden ser denotados

como kernel.

Definicion 2.7. Sean x € RP>w*d2 yna caracteristica y K € RF<k>*dixd2 yn kernel con d;

canales de entrada y dy canales de salida. Denotamos la convolucion 2D de x y K como:

dy
Yy = ZKi’j Qu;, jJ=1,....ds. (23)

i=1

2.1.3. Padding

Debido a que la operacion de convoluciéon utiliza pixeles adyacentes, no es posible
calcular los bordes de la imagen resultante. Suponiendo que se tiene una imagen de n xn

y un kernel de k x k con k impar. Soélo es posible calcular la parte interior de la imagen
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>
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Input kernel output
hxwxd, kxkxd xd, hxwxd,

Figura 2.3: La convolucion 2D puede ser usada con caracteristicas de d; canales y devolver

una caracteristica de dy canales.

resultante de tamano n—k+1. Para solucionar este problema, en vez de hacer la convolucion
con la imagen original /, extendemos la imagen hacia todos lados % pixeles y realizamos
una nueva convolucion con la imagen extendida I. La nueva imagen I contiene la misma
informaciéon que la imagen original I, por tanto no importa la informacién que se anada
en los nuevos pixeles. Sin embargo varias estrategias heuristicas han sido desarrolladas con

el paso de los anos:

» Constant Padding. Cuando se agrega un valor ¢ en todo el borde. Cuando ¢ =0

se conoce como Zero Padding.

» Zero Padding. Una posible opcion y de las mas utilizadas, es agregar ceros en el

borde. En [15] se descubri6 que utilizando este tipo de padding codifica cierto grado
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Figura 2.4: El padding permite preservar el tamano de la imagen después de la convolucion.

de informacion de las posiciones absolutas. Efecto que no ocurre cuando no se utiliza

ningtn tipo de padding.

» Reflection Padding. Este padding se basa en reflejar los valores con respecto al

borde [16].

» Symmetric Padding. Este padding es muy similar al reflection padding. En cada fila

toma todos los valores y los invierte. Siendo esto lo que aparece en los bordes.

Definiciéon 2.8. Sea x € R una caracteristica. Sea & € R(h+25)x(w+2r) cop s < h yr <w

la caracteristica extendida. Definimos algunos de los paddings como sigue:

1. Zero Padding:

| Tiesjer st s<i<h+s 'y r<j<w+r 54
T = . ( . )
0 en otro caso

2. Reflection Padding:

Tisj-r SI S<i<h+s 'y r<j<w+r

Ti—srjr2 S J<r
Tij =\ Tsoisjr S 1< : (2.5)
Loh+s—ij-r st i1>h+s

Ti—s2w+r—j St Jj>w+r
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En [16] tras un estudio exhaustivo en el Image Net concluyen que el symmetric padding

y el reflection padding obtienen peores resultados que el Zero padding.

2.1.4. Agrupacion (Pooling)

Una vez que la red encuentra caracteristicas en una imagen, es posible que algunas
secciones relevantes sean mas grandes que otras. Por eso mismo, se implementa el Down-
sampling, es decir reducir el tamano de las imagenes, para que nuestro kernel pueda
encontrar cosas de distintos tamanos conforme las capas van reduciendo el tamano de la
imagen. La pregunta que surge es, ;Coémo reducimos el tamano de una imagen? Sea como
sea, siempre algo de informacion se pierde. Sin embargo existen métodos para resumir la

informacion de varios pixeles en un solo pixel. Algunos de estos métodos son

= Max pooling. Dada una vecindad rectangular de pixeles, el Max pooling consiste

en tomar el méaximo valor dentro de esta vecindad.

= Average pooling. Al igual que en el anterior caso, se toma una vecindad rectangular

de pixeles. Sin embargo, en este caso se toma el promedio de todos los pixeles.

= Un punto intermedio. Considérese v el vector de pixeles que debe reducirse a un
solo pixel . En [17] se analiza el uso de diferentes agrupaciones, y se obtienen distintas
parametrizaciones para hallar el valor del pixel fp(v) que sintetiza la informacion de

v. Una posible parametrizacion es fp(v) = (é >t o

1
)P . Donde P =1 es el average
pooling y si P - oo es el max pooling. Por tanto, es posible utilizar otros valores de

P para obtener poolings diferentes.

También es posible en vez de hacer un pooling hacer una convoluciéon con cierto tamano
de paso, con la intencién de reducir el tamano de la imagen. Esto no ha remplazado al

maxpooling pero en la literatura se observan resultados prometedores.
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POOLING

Max Poolmg Avg Pooling
2x2 pool size z
16 35

Figura 2.5: Ejemplo de maxpooling y averagepooling con regiones rectangulares de 2 x 2.

Global pooling layers

Ademas de hacer un downsampling, también es comiin que en algin punto de la red,
se reduzca una caracteristica a un valor escalar, o en caso de una imagen con d canales es

posible obtener un vector en R .

Definicion 2.9. Sea x € R una caracteristica. El operador global average pooling, P, :

R — R se define como:

P = g Y B (26)

Mids ain, sea x € Rvw*d yna caracteristica. El operador global average pooling, P, : RM —

R se define como:

Py(x) = (Py(1), . Py(30)). (2.7)
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2.1.5. Convolucién como una operacién lineal

Es posible ver una convolucién como una multiplicacién por una matriz poco densa,
en donde varios elementos de la matriz estan restringidos a ser iguales a otros. Para las
convoluciones de una variable, tiene que ser una matriz de toeplitz. En lo que refiere a dos

dimensiones, una convolucién es equivalente a una Doble Matriz Circulante por Bloques

[Definicion [1.10]. Es decir, se tiene lo siguiente

Corolario 2.10. Sea I una imagen, y K un kernel. Ezriste una matriz K

I+ K =vee(IK. (2.8)

2.2. Redes Neuronales Convolucionales

Consideremos el problema de clasificacion. Sea m la cantidad de clases posibles. Dados
Y1,Ya,...,Ys € R? y sus etiquetas c¢i,cs,...,c, € R™, en donde la k-ésima entrada de ¢;
puede ser 1 o 0. Cada vector ¢; tiene tinicamente una entrada con valor 1, que determina
exactamente a que clase pertenece y;.

Sean
_ T _ T
K)_[ylay%“'ays] y ) C—[Cl,...,Cs] ‘ (29)

El objetivo es poder clasificar correctamente datos no etiquetados. Para ello se han
desarrollado diferentes arquitecturas de redes neuronales, y en el 2015 las Redes Neuronales
Convolucionales obtuvieron el primer lugar en el concurso Image Net [18|, consiguiendo

resultados sin precedentes [19].

2.2.1. Descenso del Gradiente Estocastico

Ya que el problema de aprendizaje, es un problema de optimizacién, podemos recurrir a
la teoria de optimizaciéon conocida. El algoritmo més comiin en el aprendizaje automatico
es el descenso de gradiente estocastico (SGD por sus siglas en inglés), el cuél es un algoritmo

numeérico para encontrar minimos locales de una funcién. La intuicién se basa en que si se
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tiene un punto z € Dy, la direccion en dénde més decrece es =V f. Este método consiste

en dos pasos

1. Se selecciona un punto inicial zy en el dominio.

2. Se actualiza nuestro valor z;1 = x; —aV f(x;) parai=1,..N

donde N es el numero de iteraciones totales y « es un escalar, el cual se conoce como
razon de aprendizaje (learning rate). Es importante seleccionar una razéon de aprendizaje
apropiado, pues en caso de seleccionar una muy grande, el algoritmo podria divergir,
por el contrario si se selecciona una muy pequeno, entonces el entrenamiento podria ser
demasiado lento.

Para calcular el gradiente de manera exacta, es necesario utilizar todo el conjunto
de datos, lo cual puede traducirse a tiempos elevados de computo. Es por eso, que en
la practica, se utiliza tinicamente un subconjunto aleatorio de datos, calculando asi, una
aproximacion al gradiente V.J de la funcion de costo. Debido a este artificio que reduce el

tiempo de entrenamiento, es que nuestro algoritmo es considerado estocéastico.

Figura 2.6: Cada punto negro representa una época y cada flecha amarilla la direccion del

gradiente.
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2.2.2. Optimizadores

Existe una amplia literatura en el area de optimizacion de funciones. Por lo que es
natural pensar que el SGD no es el nico método para optimizar la funcién de costo.
Debido a que la evaluacion de dicha funcion, involucra millones de pardmetros en las redes
profundas actuales, no todos los algoritmos de optimizacién son adecuados para esta tarea.

Aqui se presentan los métodos mas efectivos investigados en los tltimos afios.

AdaGrad

A diferencia del SGD, el Algoritmo de Gradiente Adaptativo o AdaGrad |20], actualiza
la razén de aprendizaje con cada iteracion. El algoritmo tiene un mejor desempeno en
presencia de gradientes dispersos, es decir cuando el vector del gradiente contiene varios

ceros.

«

0,=0,1 — ——q._ 2.10
t t—1 \/b_t+ th 1 ( )
donde b;_; es la suma del cuadrado de los gradientes.
t
b= giy (2.11)
i=1

RMSProp

El algoritmo RMSProp fue propuesto por Geoff Hinton motivado en resolver el proble-
ma de las razones de aprendizaje sumamente pequenas que se obtenian con el algoritmo

AdaGrad y por consiguiente, evitar el desvanecimiento del gradiente.

Elg*): = BE[g° i1+ (1 - B)g? (2.12)

0, =01 — ———g, (2.13)
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Adam

El Estimador de momento Adaptativo (Adam por sus siglas en inglés) [21] se basa en
momentos de primer y segundo orden del gradiente. Este método fue creado con la inten-
cion de obtener los beneficios de 2 optimizadores anteriores: el AdaGrad y el RMSProp.

Para calcular los parametros 6;, es necesario calcular el gradiente g, = V f(6;_1). Deno-
tamos m; a la media movil exponencial, y v; al gradiente cuadrado. Los cuales se calculan

de la siguiente manera:

my = Brmy1 + (1= 51)gs, (2.14)
gt = Bavea + (1= B2) g7, (2.15)

donde f31, 85 € [0,1) son hiperparametros que controlan el decrecimiento exponencial.

Los momentos m; y ©; son la media y la varianza no centrada respectivamente.

my

Ny = —— 2.1
. Ut
= , 2.1

El optimizador Adam, actualiza los parametros de la siguiente manera:

0p = 0p1 -

(2.18)

Doénde « es el tamano de paso y € es un valor cercano a cero.

2.2.3. Propagacion hacia atras

Ahora que se tiene un algoritmo para optimizar una funcién de costo, la pregunta
natural es ;Como obtenemos el gradiente? Siendo la propagaciéon hacia adelante de una
red, una funcién tan complicada y con tantos parametros, es muy dificil calcular de manera
analitica nuestro gradiente. Por buena suerte para nosotros, existe una técnica conocida
como propagacion hacia atras, encargada de calcular numéricamente el gradiente de la

funcién de costo.
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2.2.4. Normalizacién por Lotes

Entre las técnicas de regularizacion mas utilizadas se encuentra la normalizaciéon por
lotes (BN por sus siglas en inglés). En el 2015 en un articulo de Google 22| se describe
esta técnica y se constata que tiene miltiples beneficios tales como incrementar la razéon
de aprendizaje, conseguir que el entrenamiento sea mas independiente de la inicializacion

y ademas actuar como regularizador.

Definicién 2.11. Sea B = {z(M 2 - (™} un lote de caracteristicas. La normalizacion
por lotes de B se define como:

fy(gj(l)*#)
g

B(z®;~,5) := +6, i=1,2...,m, (2.19)

donde = ¥ty 2@ fm y o = £ (2 = p)?m.

Los pardametros v y [ usualmente se aprenden en la optimizacién. Cuando se usa la
normalizaciéon por lotes, no es necesario agregar bias pues son calculados explicitamente a
través de 3.

Ahora que conocemos lo que es una convolucién, se define mateméticamente una Red

Neuronal Convolucional.

Definiciéon 2.12. Sea x¢ € R4 una caracteristica. La propagacion hacia adelante de

una CNN estd determinada por el siguiente esquema recursivo

Tps1 = 0 (T, * Ky + by). (2.20)
donde o es una funcion de activacion, K, representa un Kernel y b, € R% es el bias.

En las primeras arquitecturas sea usaban Redes Completamente Conectadas (FCN por
sus siglas en inglés) tal como se aprecia en la Figura . Sin embargo en los tltimos anos

se ha visto un incremento en el uso de Redes Completamente Convolucionales.
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Figura 2.7: FEjemplo de arquitectura de una Red Neuronal Convolucional. En la figura

se aprecia la imagen de entrada, las capas convolucionales y la FCN que determina la

clase \\ :

2.2.5. Desvanecimiento del gradiente

Los mayoria de los algoritmos de optimizacion, dependen del gradiente. Y los algoritmos
que utilizan la propagacion hacia atrés, en ocasiones presentan el problema conocido como
desvanecimiento del gradiente, que consiste en que los gradientes se vuelven tan pequenos

que previenen al modelo de continuar con el proceso de aprendizaje.

2.2.6. CNNs en el Estado del Arte

En 2012 en el ImageNet ocurri6 algo sin precedentes en dicha competencia. El ganador
del concurso se habia llevado el primer lugar absoluto, obteniendo una ventaja de 10.9 %
de error por debajo del segundo lugar. Es asi como la AlexNet consigui6é reputacion

para las CNNs. Para 2013, la red ganadora del ImageNet(2013) fue la Zf-net [24], la cual

era una modificacion de los hiperparametros de la AlexNet.
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2.3. ResNet

Las Redes Neuronales Residuales(ResNet) fueron presentadas en 2015 por Kaiming He
et. al. en [19]. Uno de los mayores retos en el disefio de redes profundas, es el desvaneci-
miento del gradiente. Es decir, por la naturaleza de la propagacion hacia atras, las redes
muy profundas, implican el célculo de gradientes con entradas muy pequenas, y eventual-
mente el gradiente se desvanece y previene el aprendizaje de la red. Es decir, |[VgL| =0
dénde L es la funcién de pérdida y 6 son los parametros.

Antes del 2015 existian dificultades para alcanzar redes con profundidades mayores a

20 capas. Para solucionar este problema, se crearon las conexiones de salto.

Definicion 2.13. Consideremos el problema de clasificacion . Sea 19 € R x w x d
una caracteristica. La propagacion hacia adelante de la ResNet estd determinada por el

stguiente esSquema Tecursivo

Tps1 = Tp+ (T, * K+ by). (2.21)
donde o es una funcion de activacion, K, representa un Kernel y b, € R¢ es el bias.

Ya que la operacion de convoluciéon puede ser expresada como una multiplicacion de

matrices, es posible reescribir la ecuaciéon ([2.21)) como:
Xpi1 =Xy +0 (X, A, +by). (2.22)

déonde X =vecxy y A, es la matriz que induce el kernel K,,.

La diferencia entre una CNN convencional es el término X, que se agrega a o(-),
conocida como conexion de salto, cuyo proposito es estabilizar el gradiente, para evitar su
explosion o desvanecimiento.

Pese a que la ecuacion es la forma candnica de definir una ResNet, también es
posible usar otras funciones en vez de solo la composicion de la funcion de activacion con

una funcién lineal. Por lo que una definicion mas general de la ResNet es

Xyt = X + Fo(X,) (2.23)
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Xn

=+ )<

Xn+1 = Xpn + F(X,)

Figura 2.8: Diagrama de un bloque de ResNnet.

En la ResNet original se observa que F,,(z) = o(xA,, + b,). Sin embargo se han usado

otras funciones. En [?| se toma

F,(x) = BN(K, * ReLU(BN(K,, * z))) (2.24)
que en la version de multiplicaciéon de matrices es:

F,(z) =BN(ReLU(BN(z- A,)) - B,), (2.25)

donde A,, v B,, son las matrices correspondientes a los filtros K, y K, de manera respectiva,
BN y ReLU son las funciones de Normalizacién por lotes y Union lineal Rectificada y la
operacion M-N es la multiplicacion de matrices convencional colocada para mayor claridad.

La funcion (2.24)) es también la utilizada en la biblioteca de pyTorch [25] en el reposi-

torio:
https://github.com/pytorch/vision/blob/main/torchvision/models/resnet.py.

Ademés de los bloques con conexiones de salto, las arquitecturas modernas cuentan con


https://github.com/pytorch/vision/blob/main/torchvision/models/resnet.py
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otras capas, incluyendo capas convolucionales, normalizaciones e incluso una Red Com-
pletamente Conectada (FCN por sus siglas en inglés) en la parte final de la propagacion.

Una de las ResNet mas populares, es la ResNet-50
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Figura 2.9: Diagrama de una ResNet-50 tomada de

2.3.1. Inicializacién de parametros

Los algoritmos de optimizacion (Seccion [2.2.2)) requieren de un valor inicial 6. En la
mayoria de los casos, una seleccion adecuada de 6y puede conseguir que el niimero de
iteraciones se reduzca en comparacion con un ¢y arbitrario. El articulo [27] contiene un

analisis dedicado a la inicializacion de parametros para aprendizaje profundo.

Inicializacion con Ceros

Inicializar los parametros con ceros es un acercamiento natural. Sin embargo, es cono-
cido que si dos pardmetros con la misma funcién de activacion, estdn conectados con la
misma entrada, entonces se modificaran de igual forma en el proceso de entrenamiento.

De modo que se dice que la inicializaciéon deber romper la simetria . El caso de la
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inicializacion con ceros, o con cualquier constante, no satisface esta propiedad, por lo que

no es recomendable usarlas.

Inicializacion Aleatoria

Una manera sencilla de romper la simetria es inicializando los pardmetros de manera
aleatoria. Una heuristica comtun es inicializar la matriz de pesos W con una distribucion

uniforme
W, =U 1 ! (2.26)
,] — \/Ev \/m ) .
donde m es la cantidad de entradas, y U[-a,a] la distribuciéon uniforme de —a hasta a.
Sin embargo, al no prestar atenciéon al comportamiento de los gradientes, esta forma de

inicializar nuestros parametros puede provocar desvanecimiento o explosion del gradiente.

Inicializacion de Glorot

Para Inicializacion de Glorot, también conocida como la inicializacién de Xavier [28] se
asume que los pesos son inicializados independientemente y que las varianzas de las carac-
teristicas de entrada son iguales. Ademés se pretende que las varianzas de los gradientes

en todas las capas sean iguales. Para ello se propone la siguiente inicializacion :

T Ry -
m+n m+n

donde se tienen m valores de entrada y n valores de salida.

Inicializaciéon con Kaiming

La inicializaciéon de Kaiming o Inicializacion de He [29] asume funciones de activacion

del tipo Rectificador, tales como la ReL.u o la PReL.U.

W ~/\/(o, 3) (2.28)

n!

doénde n; es la cantidad de elementos en la capa 1.
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2.3.2. Estabilidad en las redes Neuronales

En clasificacion de imagenes, una red debe ser robusta contra el ruido, o pequenas
modificaciones en la imagen. En el articulo [11] se establecen definiciones formales de
estabilidad, cuyo principio bésico es que la salida debe ser continua con respecto a la

entrada.

Definicion 2.14. Supdngase f la propagacion hacia adelante de una red neuronal. Sea
x una tmagen y T la misma imagen perturbada. Decimos que f es estable con respecto a

epsilon cuando

[f () - f(@)] <e (2.29)

En la practica se pretende reducir lo més posible el valor de €. En [30] se agrega un

término h € R a la ResNet con la intenciéon de anadirle estabilidad a la red

X1 =X, + ho(X, A, +b,). (2.30)
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales

Las ResNets y las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias guardan cierta relaciéon que sera
estudiada a detalle en el Capitulo ] En este capitulo se presenta una introduccion a
las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODEs por sus siglas en inglés) y a los métodos
numeéricos necesarios para su resolucion. Para un estudio mas extensivo se puede consultar
[31,132].

Desde sus primeras apariciones en el sigo XVII |33] las ecuaciones diferenciales han sido
una herramienta de mucha utilidad para las ciencias, con aplicaciones en geometria |34],
mecanica [35], electromagnetismo [36], etc.

Una ecuacion diferencial ordinaria se representa de la siguiente manera:

dx
- )0, (3.1)

donde f:R™ — R™. En caso de que no exista ambiguedad, es posible escribir x en lugar de
x(t) y ' para referirse a la derivada de x con respecto a t, con lo que la ecuacion anterior

se puede escribir de la siguiente manera:

x' = f(x,t) (3.2)
En este caso, ya que la variable dependiente es el tiempo ¢, la derivada con respecto
al tiempo se puede escribir con un punto, es decir: = = %. En este trabajo, la variable

dependiente serd el tiempo, pero la teoria se puede extender para distintos dominios.

35
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3.1. Problemas de valor inicial

Considérese el siguiente problema de valor inicial (IVP por sus siglas en inglés)

#(t) = f(z,t), t>0 (3.3)

x(tg) = v, (3.4)

donde t € [to,t¢].

3.1.1. Existencia, unicidad y continuidad de soluciones

Teorema 3.1. Sea f:[ay,b1] x [ag, bs] una una funcion Lipschitz continua en la sequnda

entrada y as < x, < by. Entonces existe un c € [ay,b1] tal que el IVP
T = f(ZL‘, t)
z(ar) =, (3.5)
telay,c]

tiene exactamente una solucion x(t). Aun mds, si f es Lipschitz continua en [ay,by] x

(—00,00), entonces existe exactamente una solucion en [ay,br].

La demostracion se puede encontrar en [31]

3.2. Estabilidad

En la literatura, no existe una convencién al hablar de estabilidad de ecuaciones dife-
renciales |37,,38], sin embargo adoptaremos las definiciones de Ascher [39].

Cuando se hacen cambios minimos en el valor inicial del IVP — , uno se pregunta
.qué ocurre con la solucion? ;Los cambios también seran pequenos? Para el analisis de

estabilidad esto, se requieren algunas definiciones

Definicion 3.2. Una solucion xz(t) es llamada estable si para todo € >0 existe un § >0

tal que cualquier otra solucion T(t) de que satisfaga

|z (to) = 2(to)[ < 6 (3.6)
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también satisface

lz(t) —2(t)| <e, Vit>ty. (3.7)
La solucion z(t) es asintonticamente estable si en adicion a se cumple que
lz(t) - 2(t)] >0, si t— oo. (3.8)
Por otro lado, x(t) es relativamente estable si en vez de se satisface que
lz(t) —2(t)| < elx(t)|, ViE>to. (3.9)

Definicion 3.3. Una solucion es llamada uniformemente estable si, para cada € > 0,

existe § > 0 tal que cualquier otra solucion z(t) de que satisfaga
lz(c) —2(c)| <6 (3.10)
para algin punto c > ty, también se satisface que
lz(t) —z(t)|<e, Vi>e. (3.11)

La estabilidad asintética uniforme y la estabilidad relativa uniforme se definen

de manera anéloga. Es evidente que la estabilidad uniforme, implica estabilidad.

3.2.1. Problema Lineal
Considérese el IVP homogéneo
T=A(t)x, t>ty (3.12)
z(ty) =« (3.13)

Teorema 3.4. La solucion y [VP con A constante es uniformemente estable
st y solo si todos los eigenvalores de A satisfacen que Re(\) < 0 o si Re(\) = 0 con A

simple.

Sin embargo, A(t) no tiene por qué ser constante. Para un caso més general, se tiene

el siguiente teorema.
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Teorema 3.5. La solucion y del IVP — es uniformemente estable si se cumplen

las siguientes dos condiciones

1. La matriz A es estrictamente diagonalmente dominante, es decir

Zlai7j| < (1 - (5)|CL”|7 L= 17‘“7” (314)

j#i
2. Los elementos de la diagonal son menores que 0

Re(a;) <0, i=1,-n (3.15)

Ademas, como consecuencia del Teorema de Gershgorin se tiene que si se satisfacen
las hipotesis del Teorema (3.5]) los eigenvalores cumplen que Re()\;) < 0. De modo que los
eigenvalores de nuestra matriz A son elementos suficientes para determinar la estabilidad

de una ecuaciéon diferencial.

3.2.2. IVP no lineales (El caso general)

Para determinar la estabilidad de un IVP no lineal, se puede hacer uso de los resultados

obtenidos en la Subseccion anterior. El tema de interés en esta ocasion es la ecuacion
= f(x,t) (3.16)

z(ty) =« (3.17)
Sea % una solucion de ({3.16), con #(tp) no muy lejano de x(ty). Expandiendo f(x,t)

utilizando su serie de Taylor, se obtiene que

f(z,t) = f(y,t) + J(x,t) (& - z) +r(x, T,t), (3.18)

donde J es el jacobiano definido por

J(a.t) = %. (3.19)



3.3. METODOS DE RUNGE-KUTTA 39

y el término 7 es el residuo. Si se ignora el residuo r en (3.18)), y tomando z = x — & se
obtiene

L= J(t)z (3.20)

Por lo que para determinar la estabilidad, es suficiente conocer los eigenvalores del Jaco-

biano J.

3.3. Métodos de Runge-Kutta

Es posible generalizar el método de Euler, evaluando la derivada multiples veces en
un paso. Esta idea se le atribuye a Runge [40], y en 1901 Kutta hizo contribuciones
importantes al método, dando paso a métodos de orden 4 y el primer método de orden 5,
denominados métodos de Runge-Kutta. A continuacion se describen alguno de los métodos

de Runge-Kutta mas relevantes.

3.3.1. Método de Euler

La manera mas elemental para resolver el [IVP - es con el método de Euler.
Notese que es posible particionar el intervalo [fo,t¢] en N partes iguales, obteniendo
asi la sucesion
to, to+ h,to+2h,....,tg + Nh,

donde

tr—to
h=-1_"2
N

Se denotara t, = tg+nhy x, = x(t,). De modo que se tiene la siguiente sucesion:
to <t; <ty <. <ty =ty (3.21)

El siguiente paso, es aproximar los valores de x,,, y a estas aproximaciones les llamaremos
w,, teniendo en cuenta que wy = xy. Para ello, se hara uso de la expansion de Taylor de
z(t+h).

x(t+h)=xz(t) + hi(t) + Ri(t), (3.22)
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donde Ri(t) es el residuo de la expansion de Taylor. Sustituyendo @(t) = f(¢,z(t)), obte-
nemos

w(t+h) = 2(t) + hf(t,2(t)) + Ri(t). (3.23)

Sustituyendo ¢ = t¢,, con i < N obtenemos que
x(ty+h) =x(ty) + hf(tn, z(t,)) + Ri(tn). (3.24)

Por lo tanto, substrayendo R;(t), es posible obtener una sucesion que aproxime a la solu-
cion x(t):

Wp41 = Wy + hf(tm 'LUn), Wo = To- (325)

Error de truncamiento local

En general, el error de truncamiento local de un método numeérico, es el error generado

a partir de una iteracion. Es decir:

en = |w, — 2(t,)| (3.26)
donde z es la solucion del problema
= f(x,t)

te [tnv tn+1]
En el caso del método de Euler, es posible encontrar el error de truncamiento local.
Asumiendo que en la identidad (3.22)), x(¢) es doblemente diferenciable en el intervalo

(to,ts), ocurre que

Ri(t) = %h%(g), Ce(tteh). (3.28)

Error de truncamiento global

El error de truncamiento global de un método numérico, es el error generado por
miultiples iteraciones.

Gn = |wp, — ) (3.29)
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Para investigar el error global del método de Euler, asimase una cota superior mh? para
la norma del error de truncamiento local, es decir e, < mh?. Ademas se asume Lipschitz
continuidad para f, cuya constante de Lipschitz es L.

Es posible acotar el error global, de la siguiente manera:
Chk
gn < —7— (007 1) (3.30)

La demostracion de (3.30)) puede encontrarse en [31]. En general, se comparan los distintos
métodos numéricos basandose en el error, y los mejores métodos son aquellos cuyo orden

es mayor:

Definicion 3.6. Se dice que un método es de orden p cuando |w, — x,| = O(h?).

3.3.2. Método de Euler modificado

El siguiente método, es un ejemplo de un método de Runge-Kuta, el cuél se usara para

desarrollar las ideas tras los métodos generales.

kl = f(tnawn)a
kz = f(tn + %h,wn + %hk)l),
Wn+1 = wn+hk27

tn+1 = tn + h/.

Este es un método de segundo orden.

3.3.3. Meétodo general

El método de Runge-Kutta general con s etapas se puede definir usando s2+2s nimeros
Qj 5, i,j=172,...78. bi,Ci7 i=1,2,...,8, (331)

usando el siguiente esquema

Wp+1 = Wy + h Z blkz (332)

i=1
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En donde la sucesion {k;} es calculada usando la funcion f:

k,-zf(tn+cih,wn+h2a,-7jki), 1= 1,2,...,8. (333)

i=1

Es posible determinar si el método es explicito o implicito, basandose en la matriz A =
{a;;}. En caso de que sea una matriz triangular inferior, con todos los elementos de la
diagonal iguales a cero (a;; =0 para j=4,i+1,...,s) el esquema es explicito.

Las siguientes relaciones, son conocidas como condiciones de orden

S S 1 S 1 S 1
Zbl = 1, Z biam = -, Z biamam = -, Z biai,ja@k = — (334)
i-1 ij=1 2 ijk=1 6 ijk=1 3
y aseguran esquemas de al menos orden 3.
3.3.4. Runge Kutta de orden 4 (RK4)
Uno de los métodos mas conocidos es el de orden 4
h
Wp+1 = Wy + 6(81 +282+253+S4), (335)
donde
S1 = f(tn; wn)
h h
sp=f (tn + §7wn + 531)
f (t + h + h )
83 = nt =, W, +—=58
3 5 552

S4=f(tp+h,w, +hs3z).

La simplicidad de este método, hace que sea muy facil de programar, y al ser de orden 4,
se prefiere por sobre otos métodos como Euler, o el Trapezoide. Como se puede apreciar,
RK4 es un método de orden 4 y ademas tiene 4 etapas (i.e. s = 4). Sin embargo, no se

conoce cuantas etapas son necesarias para esquemas de érdenes mayores a 8.

3.3.5. Meétodos de Runge Kutta simplécticos

Dentro de la categoria de métodos de Runge Kutta, existen los métodos simplécticos

[41]. Se caracterizan por preservar invariantes cuadraticas [42}43].
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Definicion 3.7. Un esquema de Runge Kutta se dice simpléctico si satisface la relacion

biai,j + bjaj’i - blb] = O, Z,j = 1, ey S (336)

3.3.6. Métodos implicitos

Los métodos numéricos analizados hasta este momento se conocen como métodos ex-
plicitos, debido a que es posible calcular w,,; conociendo el valor w,,.
Euler hacia atras

Una version implicita de Euler se conoce como Euler hacia atrés.

Wo = X9 (337)
Wpt1 = Wy + hf(tn+17 wn+1) (338)
Difiere del método de Euler tradicional en que la pendiente que se usa involucra w,,;. De

modo que en cada nueva iteraciéon, es necesario resolver un sistema de ecuaciones, y por

consiguiente el costo computacional se incrementa.
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Capitulo 4

Teoria de control 6ptimo

Las ResNets guardan cierta relacion con las Ecuaciones Diferenciales [30]. En el Capi-
tulo 5| se estudia la conexion entre las DNNs y las ODEs. Debido a esto y a que el problema
de aprendizaje implica optimizar una funcién, el problema es equivalente a encontrar un
control éptimo. A continuacion, se desarrollaran algunos resultados de Teoria de control
optimo con base en [44].

Cuando se habla de sistemas, se hace referencia a un proceso que cambia de estado
conforme pasa el tiempo. En este caso considérese un sistema dinamico definido en el

intervalo [0,7"] como
= f(x(t),t), x(0)=umx, (4.1)

donde z(t), conocida como la variable de estado puede representar la produccion de ali-
mento en un tiempo ¢, el dinero recaudado en un tiempo ¢, o en general el estado de un
proceso en un tiempo t. En logistica y fisica, existen variables que se pueden controlar,
como la cantidad de publicidad, o la reinversion de capital cada cierto momento, con lo

que es posible extender el sistema (4.1)) al siguiente:

T = f(x(t)vu(t)7t)7 I(O) = Zo, (42)

donde la variable u(t) es denominada variable de control. Conociendo la variable de control,

es posible determinar la solucion para x en el sistema (4.2). El problema de control 6ptimo

45
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reside en maximizar la funcién objetivo, definida como

J = /O " B(a(t),u(t), t)dt + S[a(T), T]. (4.3)

La funcion S determina el valor de rescate en el estado final z(T") en el tiempo 7', y obtiene
pues en el area de economia es el valor de un activo, una vez que ha concluido su vida

itil [45]. Se denotara al conjunto de valores posibles de u(t) como Q(t).

Definicion 4.1. El problema de control éptimo es encontrar un valor admisible u* tal

que

u* = max {fTF(x,u,t)dt+S(x(T),T)} (4.4)

u(t)e(t) | Jo

con la condicion

&= f(z,u,t), x(0)=0. (4.5)

La trayectoria optima denotada como x* es la trayectoria que se obtiene cuando u = u*.

4.1. La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

Para estudiar la Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, es necesario el principio de
optimalidad, el cuél establece que para obtener un camino 6ptimo de 0 a T', es necesario
que para toda t, el camino de t a T sea 6ptimo también. Es importante remarcar que
la siguiente prueba se encuentra en [44] y se especifica que no tiene el proposito de ser
rigurosa.

Sea V : R" x R - R una funcién definida por

V(et) = max { A TF(x(s),u(s),s)ds+S(x(T),T)} (4.6)

u(s)eQ(s)

donde s >t. Sea dt un diminuto incremento en el tiempo, notese que

V(z,t) - V(x(t+0dt),t+5t) = méx {ftTF(x(s),u(s),s)ds+S(:C(T),T)}

u(s)eQ(s)

- max {/tTF(a:(s),u(s),s)ds+S($(T),T)}

u(s)eQ(s) +6
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Lo cual, gracias al principio de optimalidad [46] se tiene que

V(w(t) 1) = V (@t +06) £+ 61) = mdx { ft ”&F(x(f),u(T),T)}, (4.7)

u(T)eQ2(r)

y por consiguiente

V((t),t) = méx { [ T B u(r), )+ V(a(t + (5t),t+5t)}. (4.8)

u(7)eQ(T)
Debido a que F' es una funcién continua, la integral en (4.8|) es igual a F(x,u,t)dt. Por

consiguiente:

V(x,t) = mgaég F(x,u,t)ot + V[x(t+dt),t + 6t] + O(dt) (4.9)

Asumiendo que la funciéon V' es continuamente diferenciable en ambas entradas es posible

hacer uso de la expansion de Taylor de V' en dt:
V{z(t+dt),t+t] =V (x,t) + [Vo(x,t)z + Vi(z,t)]ot + O(dt) (4.10)
Sustituyendo en se obtiene que
V(z,t) = gﬂaé(){F(x, u,t)ot + V(x,t) + Vy(z,t) f(x,u,t)ot + Vi(x,t)ot} + O(5t)  (4.11)

Cancelando V' (z,t) de ambos lados y dividiendo entre 6t se deduce que

0= lf?Qz%{F(x,u, t) + Ve(x,t) f(z,u,t) + Vi(x,t)} + @, (4.12)
con lo que si 6t — 0 se tiene que
0= J?Qé%{F(:U,u,t) + Ve(x,t) f(x,u,t) + Vi(z,t)} (4.13)
donde si se evalta t =T en V' se obtiene que
V(x,T)=5(x,T). (4.14)

Cuando la funciéon V' es aplicada en el estado 6éptimo z* se obtiene un nuevo vector.

Definicion 4.2. (Vector de retorno marginal) Sea V' la funcion definida en @, el vector

de retorno marginal A(t) se define como

)‘(t) = ‘/Zn(x*(t)vt) = ‘/Zr(xat)|ac=w* (415)
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Lo cual sera util para definir el concepto de Hamiltoniano.

Definiciéon 4.3. Considérese el sistema -. Se denota el hamiltoniano H : R™ x

R™ xR xR - R del sistema como
H(z,u, A\ t) = F(x,u,t)+ Af(z,u,t). (4.16)
La ecuacion (4.13) puede reescribirse como

max [ H(z,u, Vy, t) + V] =0 (4.17)

ueQ(t)
la cuél se conoce como Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB). Més aun, ya que V;

no depende de u es posible retirar V; del operador max.

mQé(X)[H(a:, u, Ve, t) ]+ V= 0. (4.18)
uef2(

Gracias a la definicion del control éptimo y de A(t), el operador u* maximiza la ecuacion
(4.18), por tanto sea u € €(t), se tiene que

H[z* (1), w* (), M), 1] + Vi(a* (£),8) > H[z* (1), u(t), A1), t] + Vi(z* (£),1)  (4.19)

= H[z*(t),u*(t),A(t),t] > H[z*(£), u(t), \(t), 1]. (4.20)

4.2. Ecuacién adjunta

Notese que para encontrar el control 6ptimo, la ecuacion (4.18) se maximiza con x =

x* v u = u*. Consideremos entonces pequenas perturbaciones en el camino 6ptimo. Sea

z(t) =x*(t) + ox(t) y sea t € [0,T], podemos escribir (4.18)) como:

0=H[z*(t),u*(t), Vu(z*(t),t),t] + Vo (z*(t),1) (4.21)
> H[z(t),u*(t), Ve(z(t),t),t] + Vo(x(t),t). (4.22)
Lo cudl significa que x*(t) es un méaximo local, de modo que la derivada con respecto a z,

debe ser 0.
Hy[z* (1), w (1), Va(z™ (1), 1), 1] + Vi (27(1), 1) = 0, (4.23)
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Astmase ademés que V es doblemente diferenciable en todos sus argumentos. Por otro

lado, con H = F'+V, f, podemos derivar con respecto de x

H=F+V,f (4.24)
o g, 2 dFVLS) (4.25)
ox
=, - p, 4 2 (4.26)
X
o Hy = By + V,E, + [TV, (4.27)
= H, = F, + Vo Fy+ (Vo /)T (4.28)

Notese que de (4.26)) a (4.27) se hizo uso de la derivada de un producto y para (4.28) que

V.. €s una matriz simétrica. Sustituyendo esto en (4.23)) obtenemos:
H,=F,+V,Fy+ (Voo f)T + Vi = 0. (4.29)

Tomese ahora la derivada de V,, con respecto al tiempo

av, (dV, dV,, dV,
= - 2 4.30
dt(dt’dt’ dt) (4.30)
= (‘/xlm'r + V:Elt7 %gxx + ‘/1172t7 I ‘/mnr) (431)
i=1 i=1
= (Vo)™ + Vi (4.33)
= (Vaw )T + Vi (4.34)
Combinando (4.29)) con (4.34)) se obtiene que
dVy
F,+V,F, + Ve =0 (4.35)
dt
y va que A fue definida como V., se tiene lo siguiente:
A= —F, = \fa. (4.36)

Sin embargo, el lado derecho de esta ecuacion, es igual a H, debido a la definicién del

hamiltoniano H. Con lo que se puede reescribir como

A=-H,. (4.37)
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Capitulo 5

Relacion entre las ecuaciones

diferenciales y las ResNets

Después de la aparicion de la ResNet, los esfuerzos por mejorar el desempeno de las
redes dieron lugar al uso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Las ODE se encuentran
en mas de una forma en la literatura de Redes Neuronales [47,/48]. En 2019 Xinshi Chen
realiz6 una revision de los articulos relacionados con esto [49].

El uso de las ODEs en el aprendizaje profundo tiene dos lineas de investigacion prin-

cipales:

1. El proceso de entrenamiento de una red como un problema de control 6ptimo.

2. Arquitecturas disenadas con base en métodos numéricos de Ecuaciones Diferenciales.

Se describen brevemente, ambas lineas dando mayor importancia al segundo punto.

5.1. Control Optimo para Aprendizaje Profundo

El problema de clasificaciéon, asi como otros problemas de ML implican aprender una
funcion ¢ : R > R. En este paradigma, es posible considerar el mapeo de = a g(x)
como una evolucion desde el estado inicial X (0) = x hasta el estado final X (7'), donde la

dinamica puede ser modelada por una ecuacion diferencial X (t) = f(X(¢),1).

o1
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Por lo que es posible definir el problema de aprendizaje supervisado como un problema

de control 6ptimo [50,51].
T
min C(X(T)) + f R(O(1))dt (5.1)
0

Sujeto a X (1) = f(X(t),0(1),t), X(0)=uxz0,te[0,T]. (5.2)

donde R es el regularizador, y el control §(t) los pardametros de la red. Resolver este pro-
blema, implica hallar un control éptimo 6*. Para ello, es posible usar la teoria desarrollada
alrededor de la ecuacion de HJB, y el Principio del Maximo de Pontryagin (PMP). Pa-
ra resolver el PMP existen muchos métodos numéricos, sin embargo, la mayoria no son
escalables, esto se explica en [52], con lo que se propone el Método de Aproximaciones
Sucesivas (MSA por su siglas en inglés). En [53] se pretende investigar la version discreta

de este problema.

5.2. DNNs como discretizacion de ODEs

La propagacion hacia adelante de una ResNet fue definida en la Seccion (2.3]) por la
siguiente ecuacion

X1 = Xo + F(X,). (5.3)

En algunas investigaciones [47}/48| 54| se establece una conexion entre la ecuacion (5.3)) y

la forma discreta de una ecuacion diferencial. La version discreta es
X1 -Xn=F(X,), n=12,...,N, (5.4)
siendo la versiéon continua
X(t) = F(X(t),t), te[0,T], (5.5)

donde F' puede ser la composicion de activacion, con convoluciones y normalizaciones. Un
ejemplo es:

F(X(),1) = o(X () A(t) + b(¢)). (5.6)
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La discretizacion se vuelve méas evidente cuando se agrega el factor h de estabilidad, en la

ecuacion ((5.4))
Xns1 — X,
%:F(Xn), n=1,2,..,N. (5.7)

Notese que reescribiendo ([5.7)) se tiene el método de Euler descrito en la Seccion m para
resolver el problema de valor inicial (5.5) con X (0) = X,.

Xn+1 = Xn + hF(Xn, tz) (58)

Analizando la ResNet como una versiéon discreta de una Ecuacion Diferencial Ordinaria,

es posible hacer uso de la teoria de ecuaciones diferenciales desarrollada en el Capitulo

5.2.1. Estabilidad de Redes por medio de ODEs

En la seccion hubo una pequena introduccion al concepto de estabilidad para las
redes Neuronales. Sin embargo, ahora que se ha construido una conexion entre las redes y
las ODEs, se puede hacer uso de los teoremas de la secciéon [3.2 para estabilidad de ODEs.

En [30] se hace un estudio sobre la estabilidad de las ResNets utilizando ecuaciones
diferenciales. Gracias a la Seccién se conoce la condicién suficiente para la estabilidad
del IVP (5.5)) v es que Re(\) < 0 para cada eigenvalor del Jacobiano J de F. De modo
que puede reescribirse como

méx Re[Ai(J(1))] <0, Vte[0,T], (5.9)

-----

donde \;(J(t)) representa el i-ésimo eigenvalor del Jacobiano de F'. Tomando como F' =

(Fy, Fs, -, Fy) de la ecuacion (j5.6]) se tiene que
o(anys + -+ aigyq +b)
F(y)=o(Ay+b) = s (5.10)
o(aqyy + -+ agaya + b)

De modo que

Fi(y) = o(anys + ajys + - + ajaya + b) (5.11)
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y por consiguiente, el Jacobiano de F' queda determinado por las derivadas parciales:

aF} _ O'(Cleyl + Aj2Y2 + e+ aidlyd + b)
ayk 3yk

=0'(Aj. -y +b)ajp, (5.12)

donde A;, representa el vector [A;1, Ajo, ..., Ajq]T. Por lo tanto, es posible escribir el Ja-

cobiano de F' de la siguiente manera:

o'(Ar. -y +b)ay; o'(A-y+b)ay - o'(Ar.-y+b)a

"(Ag, -y +b (A, -y+b (Ao, -y +0b
() = U( 2% Y )a21 U( 1Y )a22 U( 2+ Y )azd (5.13)

o' (Ags-y+b)agy o' (Age-y+b)ags - 0'(Age-y+b)ag
Debido al modo en que las matrices diagonales se multiplican con otras matrices, la ecua-

cion anterior se puede reescribir como
J =diag(o' (A1, y), 0" (An. - y))A (5.14)

= diag(o’(Ay + b)) A. (5.15)

Debido a que las funciones de activaciéon son casi siempre no decrecientes, se asume que
o'(+) es una funcion positiva, es decir o(x) > 0 para todo z. De modo que en |30] se propone

que la ecuacion ([5.9) se satisface cuando
%éxNRe[Ai(A(t))] <0, Vtel0,T]. (5.16)

Asi como la ResNet se equipara al método de Euler, existen otras redes que son equivalentes
a distintos métodos numéricos para la resolucion de ODE, algunas que incluso no fueron
disenadas con el proposito de replicar estos esquemas. A continuacion se discuten algunas

de estas arquitecturas.

5.2.2. PolyNet

En 2017 se propuso la PolyNet [55] por Zhang et al. Se implementé6 un modulo de

polincepcién que contiene polinomios con la operaciéon de composicion

X1 = X + F(X,) + F(F(X,)) = (I + F + F2)(X,,) (5.17)
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En el articulo [47] se muestra la relacion de algunas redes con las ecuaciones diferenciales.
Particularmente, la PolyNet que inicialmente no esta inspirada en una ODE, resulta ser de
forma aproximada una discretizacion del método de Euler hacia atras (Backward Euler).

Veremos que la siguiente igualdad se cumple:
(I-hF)'=I+hF+(hF)*+-+ (RF)" +-- (5.18)

Para ello, es necesario ver que la composicion de (I — hF') con la suma infinita de ((5.18)

es la identidad.

(I -hEF)YI+hF+(hF)?+-)={I+hF+(hF)?+-+ (hEF)" +--)
~hF(I+hF+(hF)*+-+ (hF)" +--)
=1 +[hF -hF]+[(hF)* - (hF)*]+ -

=1
Consecuentemente

Un+1 = (I+hF+ (hF)2 + e+ (hF)n +)un
= (I - hF)  u,

Aplicando la funcién I — hF' en ambos lados de la ecuacion se tiene que
Up+1 — RF (Ups1) = Up, (5.19)

y por consiguiente

Ups1 = Up + WF (Upy1). (5.20)

Notese que esta ecuacion es andloga a la ecuacion (3.38) del método de Euler hacia atras.

5.2.3. FractalNet

Asi como la PolyNet, la FractalNet [56] propuesta en 2016, no fue inspirada inicialmente
por un método numérico para resolver ODEs, pero de igual forma es posible encontrar una

conexion.
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Sea c el indice del fractal truncado f.(-). Considérese el caso base:
f1(2) = conv(z) (5.21)

En [56] define el fractal de manera recursiva

fC+1(Z) = [(fc ° fC)(z)] ® [COIIV(Z)], (5'22)

donde @ es el operador de unién, y puede representar concatenaciéon, adicion, entre otras.
Traduciendo la ecuacion 1) a la notacién de convoluciones y tomando a®b = aT*b queda

como
o = %k - %fc(fc(z)). (5.23)

La segunda iteracion se obtiene de la siguiente manera:

Fractal Expansion Rule H z T
. : )\ l
1
]
1
: Block 1
! i ] '
1 i - 5
[‘] - Block 2
i t
; | | 5
A ; =4 L Block 3
1
fel 1 v
: 5
! Block 4
1 k.
Layer Key ! == +
------------- g ==
: =3 Convolution , ——
: —3 Join : n
i 1
' =1 Pool ! = . : T
: Prediction : 1 T’
: Ja(z) v

Figura 5.1: Representacion gréafica de un bloque de la FractalNet extraida del articulo

original [56].

F2() = gy w2+ S F(A()), (5.24)

de modo que en [47] establecen una relacién con el método de Runge-Kutta de segundo

orden.
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5.2.4. Midpoint Network

La Midpoint Network fue propuesta por Chang et al en 2018 junto con otras redes
reversibles [57]. El concepto de reversibilidad en las redes puede verse en [58], y su proposito
es no tener que almacenar las activaciones en la memoria, debido a que estas pueden ser
reconstruidas con la salida.

Xn+1 - Xn—l
T - F(X, 9.25
— (X.) (525)

Lo cual da lugar a la siguiente propagacion hacia adelante
X1 = X1 + 20 F (X)) (5.26)

Se puede observar la reversibilidad algebraicamente, asumiendo que se tienen los dos tlti-
mos estados Xy y X1,

Xio= X7 - 2hF(X1_1). (5.27)

Por otro lado, en [57] se modifica la funcion (5.6 para satisfacer el criterio ((5.16]), de modo
que se propone la funcion

F(X)=0((A-AT)X +b) (5.28)
debido a que todos los eigenvalores de A — AT son imaginarios.

2ha((A, - AT)X, +b,), j=0
Xn+1 = (529)
Xi1 +2ho((An - 4)T X, +b,), §>0.

5.2.5. IMEXnet

Asi como el problema de Valor Inicial puede ser estable, es importante que el método
numeérico seleccionado también goce de estabilidad. Los métodos explicitos destacan por
su simplicidad, y sobre todo por su costo computacional reducido. Sin embargo, cuando
se habla de estabilidad, los métodos implicitos suelen mostrar superioridad [59]. Para
aprovechar los beneficios de ambos tipos de métodos, se cred el método Implicito-Explicito
(IMEX) en [60]. En su version méas simple, consiste en que si se tiene una ecuacion de la
siguiente forma:

X = f(X,t) +g(X,t), X(0)=X,, (5.30)
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se aproxima la solucion con el uso del Euler hacia adelante para f y Euler hacia atras para

g

Wni1 = Wy + hf (W, tn) + Af (Wpit,tne1),  Wo = Yo- (5.31)
es posible variar los métodos implicitos e implicitos utilizados y convendra usarlos depen-
diendo de la forma especifica de g.

Motivados por este método, surge una red llamada IMEXnet [61]| propuesta por Haber

y Ruthotto con el propoésito de crear una red estable. Es posible reescribir la ecuacion ([5.5|)
X(t) = F(X(t),t) + MX(t) - MX(t) (5.32)

donde se puede seleccionar la matriz M cémo una matriz simétrica y definida positiva. El
sumando F(X(t),t) + M X (t) es el término explicito y —M X (¢) el término implicito. De

modo que la discretizacion con el método IMEX es como sigue:

Xpor = X; + B[F(X,) + MX,] - hM X1y (5.33)
= X1 + hM X1 = X + hE(X,) + hMX,, (5.34)
= (I +hM) X1 = X, + hF(X,) + AM X, (5.35)
(5.36)

Con lo que es la propagaciéon hacia adelante de la IMEXnet queda determinada por:
Xpe1 = (I +hM) (X, + hF(X,) + hMX,). (5.37)

En el articulo original |61] se discuten sus ventajas y desventajas.

5.2.6. Otros Avances

En este capitulo se vio que se puede hacer un analisis de estabilidad de las redes
[30,/62], gracias sus versiones continuas como [VPs. Ademas analizo una variedad de redes

que guardan relacién con métodos numéricos para la soluciéon de ecuaciones diferenciales

basadas en el sistema dinamico (5.5)).
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Entre las redes reversibles propuestas en [57| también se propuso una red basada en

una ecuacion de segundo orden
X(t) = -A)To(A) X (t) +b(t)). (5.38)

En [63] se proponen redes basadas en Ecuaciones Diferenciales Parciales, basadas en el

IvVp
8,X(0,1) = F(O(t), X (1)), te(0,T], (5.39)

X(6,0) = X,. (5.40)

Se consideran redes basadas en métodos numéricos de multiples pasos [47], y también

basadas en sistemas hamiltonianos [30,57).
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Capitulo 6

Experimentos y Resultados

6.1. Descripcion del problema

Para la fase experimental se utilizaron dos bases de datos. Como punto comparativo al
actual estado del arte, se utilizo una base de datos provista por el Pollen Challenge [64]. El
objetivo del concurso era clasificar los granos de polen utilizando un conjunto de imagenes
bajo microscopio.

Las imagenes de microscopio fueron digitalizadas y clasificadas por expertos aerobio-
logicos en 4 clases, las cuales incluyen 3 especies de polen y una clase extra que podria ser

confundida con polen (burbujas, aire, etc).

6.2. Meétricas para clasificaciéon Binaria

Analizaremos primero el caso de las métricas en un problema de clasificaciéon binario.
Es decir, dada una clase C, es posible que un dato y pertenezca o no pertenezca a C. Es
importante describir primero las métricas en este tipo de problemas, debido a que cuando

nos adentremos a la clasificacion multiclase, estas métricas nos seran de utilidad.

61
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Figure 3 — Example of class 3 (Alnus)

|@] ¢ o)

Figure 4 — Example of class 4 (Debris)

Figura 6.1: Imagen extraida de la pagina oficial del Pollen Challenge |\

6.2.1. Matriz de confusion

Considérese un problema de clasificaciéon binario. En el mejor de los casos, el modelo
podria predecir perfectamente qué datos pertenecen a la clase y cuales no lo hacen. Sin
embargo, siendo que es un modelo estadistico, el modelo no siempre acertara, y usando los
datos etiquetados se puede detectar en déonde ha habido una confusion. El modelo puede
confundirse de dos maneras: La primera es afirmando que y € C cuando no es el caso, y la

segunda es clasificar y ¢ C, cuando en realidad y si pertenecia a la clase. Por tanto, existen
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4 posibilidades:

1. Verdaderos positivos: Aquellos datos que si pertenecen a la clase, y fueron clasi-
ficados dentro de la clase. A la cantidad de verdaderos positivos se le denota T» por

sus siglas en inglés.

2. Falsos positivos: Aquellos datos que si pertenecen a la clase, y fueron clasificados
fuera de la clase. A la cantidad de falsos positivos se le denota Fp por sus siglas en

inglés.

3. Verdaderos negativos: Aquellos datos que no pertenecen a la clase, y fueron clasi-
ficados fuera de la clase. A la cantidad de verdaderos negativos se le denota T por

sus siglas en inglés.

4. Falsos negativos: Aquellos datos que no pertenecen a la clase, y fueron clasificados
dentro de la clase. A la cantidad de falsos negativos se le denota Fy por sus siglas

en inglés.

Es posible agrupar toda esta informacién en una matriz conocida como matriz de confusion.

Definicion 6.1. Considérese el problema de clasificacion conm=2. Sea f:R* > (C

el modelo. Definimos los siguientes valores:

1,0)"}]
1,0)"}]
0,1)"}]
0,1)"}.

Tp=yi:ci=(1,0)" y f(yi

)
Fp=Hyi:ci=(0,1)" y f(w:)
)
)

Tn=Hyiici=(0,1)" y f(y;

(
(
(
Fy={yisci=(L0)" y f(y)=(

La matriz de confusion se define como

Tp Fp
Fy Tvl|
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ETIQUETA CORRECTA

Falsos
Positivos Positivos
(FP)

PREDICCION

Verdaderos Falsos
Positivos Positivos Negativos
(TP) (3]

Positivos Negativos

Figura 6.2: Matriz de confusion para clasificacion binaria.

6.2.2. Exactitud

La Exactitud se define como la razoén de las predicciones acertadas y las predicciones
totales. En el aprendizaje automético suele ser la métrica principal, ya que determina el

porcentaje de aciertos. Sin embargo, no es el tinico factor a tomar en cuenta.

Definicién 6.2 (Exactitud). Considérese los valores Tp, Fp, Ty, Fx de la definicion .
La FEzxactitud A se define como

_ TP-I-TN
_TP+FP+TN+FN

(6.2)

6.2.3. Sensibilidad y Especificidad

Existen ocasiones en las que no es conveniente utilizar la exactitud como tnico criterio
del desempeno, especialmente cuando se tiene un conjunto de datos desbalanceado (Seccion
1.3.5)). Por ejemplo, al detectar llamadas fraudulentas, no servira usar la exactitud, porque

casi ninguna llamada es fraudulenta. Lo conveniente seria conocer cuantas veces se acerto
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al tratar de predecir resultados negativos (especificidad) o viceversa, cudntas veces se

acert6 al tratar de predecir resultados positivos (sensibilidad).

Definicion 6.3. Considérese los valores Tp, Fp, Ty, Fx de la definicion . La Sensi-
bilidad R y la Especificidad E se definen respectivamente como

Tp
R = 6.3
TP+FP ( )
Tr
EF=—"+ 6.4
TF+FN ( )

6.2.4. Precision

Definiciéon 6.4 (Precision). Considérese los valores Tp, Fp,Tn, Fy de la definicion .

La precision P se define como
T
p=—-F
Tp + Fp

(6.5)

6.2.5. F1l-score

En algunos problemas, es necesario tomar en cuenta la precision y la sensibilidad por
igual. La Fl-score, propuesta en 2006 en [65], se define como la media armonica de estas

dos métricas.

Definiciéon 6.5 (Fl-score). Considérese los valores Tp, Fp,Tn, Fy de la definicion .

La F1-score Fy se define como

2 2RP T
F1: R P
+

= = 6c6
R+ P Tp-i-%(Fp-FFN) ( )

1,1
R P
6.3. Meétricas para clasificaciéon multiclase

En cuanto a la problema de clasificaciéon con m clases, no podemos hacer uso directo

de las todas las féormulas anteriores. Sin embargo, es posible conseguir una matriz de
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TP [ )

TP [ ]

® - TP | FP
FN Q FN TN
Precision Accuracy

TP+ TN o0

TP+FN @

TP+FP @

Total

2*recall*precision

reecall + precision

Figura 6.3: Métricas mas comunes en el Aprendizaje de Maquina.

confusion. En este caso, el eje x determina la verdadera etiqueta, y el eje y determina la

etiqueta predicha por el modelo.

De modo que la matriz de confusién para el problema de clasificaciéon multiclase es de

la siguiente forma:

d1,1 d1,2
d2,1 d2,2
dm,l dm,2

dl,m
d2 m

)

dm,m

: (6.7)

donde d; ; es la cantidad de elementos pertenecientes a la clase j que fueron clasificados en

la clase 7. Por tanto, un modelo que clasifique todas las instancias correctamente, tendré

una matriz de confusion diagonal.

Definicion 6.6. Sea D una matriz de confusion, su version normalizada se determina

por la regla

(6.8)
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Es sencillo definir la forma generalizada de la exactitud, basandonos en que es la razén
entre la cantidad total de aciertos (La suma de los elementos en la diagonal de la matriz
de confusion) y la cantidad total de instancias, es decir la suma de cada entrada de la

matriz.

Definicion 6.7. Sea D una matriz de confusion. Se define la exactitud A de la siguiente

manera:

1. Ezactitud:

2000

Confusion Matrix Without Normalization

1750
0 288 1 &7 3

1500

1250

- 1000

BuT Ioum

- 750

- 500

250

Predicted label

Figura 6.4: Ejemplo de matriz de confusion generada para este trabajo con Python.

Por otro lado, para las métricas de precisiéon y sensibilidad se tienen dos posibles
definiciones: Las métricas Macro y las métricasPonderadas.

Para cada clase C}, se tiene un problema de clasificacion binario, pues una instancia
puede pertenecer, o no a la clase C;. De modo que para este problema binario existe una
métrica M;, donde M puede ser la sensibilidad, la especificidad, la precision o F1-score.

Para hallar el macro de M: MacroM basta con hallar el promedio:

1 n
MacroM = ="M, (6.10)
N =1
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Por otro lado, parar hallar la métrica ponderada es necesario considerar el nimero de

elementos en cada conjunto

LZ|Q|M¢ (6.11)

WeightedM =
(&t

6.4. rkNet. Una red basada en Runge-Kutta

En el capitulo anterior se expusieron algunas redes inspiradas en métodos numéricos
para la resolucion de ODEs. La ResNet [19] es el analogo al método de Euler y la MiddleNet
[57] es el equivalente al método del punto medio. Puede verse su diagrama en la Figura

6.0l

MiddleNet

ResNet
anl

X [

/7

|
P ;
pg
F
;

A

;
|

Xpi1 = Xp + F(X0)

l

Xpi1 = X1 + 20F(X,,)

Figura 6.5: Modelos equivalentes a Métodos Numéricos. Los simbolos de adiciéon, repre-

sentan la suma ponderada de sus partes.

El método de Euler es un método de orden 1, mientras que el del punto medio es
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de orden 2. Por lo que una pregunta natural, es si el incremento del orden, tiene alguna
repercusion en el desempeno de un modelo. Los métodos de Runge-Kutta pueden alcanzar

ordenes altos, bajo ciertas restricciones, y el de orden 3 luce de la siguiente forma:

Whs1 :wn+%(k:1 + ko + k3), (6.12)
donde
ki = f(tn, wy)
ko= f (tn + g,wn + gkl)

k3 = f (tn + g,wn - ]’Lkl + 2hl€2)

Sin embargo, para traducir a CNN’s es necesario tomar el doble de h, para tener pasos

enteros.

h
Xn+1 :Xn+§(]€1+k2+k3), (613)

donde

kl = f(enan—l)
k?g = f (87“ Xn + hkl)
]{33 = f (8n+17 Xn - Qhkl + 4hk2)

Para calcular X; se utiliza el método de Euler, es decir: X; = Xo+hf(Xp). Esto no afecta
el orden del método, debido a que se realiza sélo en el primer paso.

De modo que la rkNet propuesta se representa con el diagrama de la Figura[6.6] Notese
que es un método explicito, pues pese a la dependencia de los pesos 6,,,1, s6lo se requieren

los valores de X, y X,,_1 para hallar X,,,;.
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RKNet

N

Figura 6.6: Diagrama de la rkNet. Dadas las entradas X,,_; y X,,.

6.4.1. Opciones para F

Debido a que el problema de valor inicial discretizado es
X(t) = F(t, X (1)), (6.14)

es crucial tomar una F' adecuada, que implemente convoluciones. En la literatura se utilizan
funciones en forma de composiciéon de convoluciones, normalizaciones, y activaciones. Dos

muy comunes son la Basic Function Fy y la Bottleneck Function Fy (Figura [19,66].
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Bottleneck Function F'

Basic Function F

Figura 6.7: Representacion de las posibles funciones.

6.5. Resultados

Se construyeron 4 redes en total, variando las profundidades y la dinamica de la ecua-
cion diferencial que discretizan. Las redes de profundiad 34 y 68 fueron creadas con la
funcion bésica Fi. Mientras que las redes con profundidad 50 y 101 fueron creadas con la

funcion cuello de botella F3. La forma general de las redes se puede apreciar en la Figura
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Arquitecturas

64chan __ 128chan _ 256chan __ 512chan

Maxpool
FC

AvgPool

Secciones: [3, 4, 6, 3] Secciones: [3, 4, 23, 3]

Figura 6.8: Descripcion general de las arquitecturas.

Como se puede observar en la Figura [6.9] la rkNet tiene la mejor exactitud seguido
de la middleNetde. Esto ocurre de manera consistente en todas las profundidades incluso
en la profundidad 34, como se puede comprobar en la tabla de resultados. Cabe destacar
que el uso de la funcién bésica por sobre la funcion de cuello de botella tiene un impacto
significativo en todas las métricas. La rkNet68 tiene el mejor desempeno en casi todos los

rubros. y de manera general, la rkNet se muestra superior a sus contrapartes de orden

menor.

6.5.1. Inicializacion

Este problema particular, parece ser muy sensible a la inicializacion de sus parametros.
En la siguiente seccion veremos como la transferencia de aprendizaje, afecta positivamente
los resultados de la resNet. Mas atin, se detectaron diferencias importantes al inicializar

3 . . e e e 7. - 1 1
los parametros con Kaiming Normal, y al inicializar de manera aleatoria: U (_ﬁ’ %)
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Figura 6.9: Gréficas de la exactitud con respecto a la época para cada profundidad.
Algunos experimentos con Kaiming Normal no tienen su contraparte con la inicializa-

cion aleatoria (y viceversa). Sin embargo los experimentos de ambas inicializaciones varian

en:
= Profundidad
» Dindmica del sistema (funcion F; o F5)
» Tamano de paso (h=10 h=0,5).

De modo que se graficaron 14 experimentos de Kaiming Normal y 18 de inicializacion

aleatoria (El default de PyTorch). Como se puede ver en la Figura existe una sutil
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Modelo exac- F1 preci-  sensibi- F1 ma- preci-  sensibi-
titud ponde-  sién lidad Cro sion lidad
rada ponde- ponde- macro  macro
rada rada
middleNet34  94.41 94.34 94.41 94.36 90.47 88.32 92.86
resNet34 94.03 93.93 94.03 93.98 89.70 87.38 92.33
rkNet34 94.55 94.46 94.55 94.50 90.64 88.23 93.34
middleNet50  92.87 92.71 92.87 92.83 87.22 84.36 90.74
resNet5H0 92.59 92.46 92.59 92.49 87.19 84.56 90.25
rkNet50 93.01 92.92 93.01 92.94 87.49 86.63 88.54
middleNet68  93.99 93.90 93.99 93.91 89.59 87.24 92.20
resNet68 93.64 93.51 93.64 93.55 88.97 86.38 91.89
rkNet68 94.62 94.53 94.62 94.58 90.63 88.15 93.43
middleNet101 91.46 91.22 91.46 91.31 85.21 82.81 88.22
resNet101 90.27 89.99 90.27 89.98 82.59 80.03 85.62
rkNet101 92.97 92.85 92.97 92.84 87.46 85.81 89.36

Cuadro 6.1: Comparacion de Modelos.

mejora cuando se utiliza la inicializacién aleatoria.

Las cruces azules parecen ser una traslacion hacia arriba de las cruces amarillas.

Ademés, los experimentos que se realizaron con ambas inicializaciones, todos los casos

mostraron mejor desempeno con la inicializacién aleatoria (véase la Tabla [6.2)).

6.5.2.

Estabilidad (tolerancia al ruido)

Una red estable es aquella que tiene un cambio minimo en la salida, cuando se varia

un poco el valor de entrada. Para evaluar la estabilidad de las redes se generaron 7 nuevos

conjuntos de prueba, con ruido en las imagenes. Cada imagen de los nuevos conjuntos fue
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Figura 6.10: Se tienen 18 experimentos con inicializacion

de Kaiming Normal.
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aleatoria y 14 con inicializacion

modificada usando ruido gaussiano: a cada pixel de la imagen se le sum6 un valor con

probabilidad normal N (0, c). Los valores de sigma seleccionados fueron 0.1, 0.2, 0.3, 0.4,

0.5, 0.6 y 0.7.
o= 0 o= 0.1 o= 02 o= 0.3 o= 0.4
™ e Y =t t8 E. . B
| i o -
: : T [ |
93 .B2% 93 .82% 93.39% 92 BO% 91.50%

Figura 6.11: Ejemplo del desempeno de una red ante el ruido.

Se encontraron dos tipos de comportamiento determinados por la dinamica de la ee-

cuacion diferencial, es decir, las redes con profundidad 50 y 101 mostraban diferencias con

respecto a las redes con profundidad 34 y 68. Cuando la dindmica se determina por la

funcion de cuello de botella F5, se obtiene mayor estabilidad que al usar la funcién béasica

F} en el sentido de que se tienen cambios menos abruptos con el incremento de ruido

(Véase Figuras y [6.13)). Otra observacion importante es que la rkNet34 y la rkNet68

tienen la mayor exactitud cuando hay ausencia de ruido, y cuando ocurre el mayor ruido
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Modelo Step Size h  Inicializacion Kaiming Inicializacion Aleatoria
rkNet34 0.50 93.11 94.34
middleNet34 0.50 92.06 94.17
rkNet50 1.00 91.50 93.01
resNet34 0.50 92.45 94.24
middleNet34 1.00 92.94 94.41
rkNet34 1.00 91.11 94.55
middleNet68 1.00 92.06 93.99
rkNet68 1.00 93.61 94.62
resNet68 0.50 92.27 94.20
resNet34 1.00 92.97 94.03

Cuadro 6.2: Comparacion de exactitudes, respecto a las inicializaciones.

del experimento pasan hasta abajo en la tabla de resultados. La rkNet50 también parece
inestable con ruidos altos.

Por otro lado, cuando ¢ < 0,5, las rkNets siguen estando por encima de las demés.

6.5.3. Tamano de Paso

Dada la relacion que guardan estas redes con los métodos numéricos, es interesante
cuestionarse el efecto que generan ciertas modificaciones al algoritmo. Un ejemplo de esto,
es el tamano de paso. En [67] se estudia el comportamiento de las resnets variando el ta-
mano de paso. Sin embargo, este articulo presenta resultados eliminando la normalizacién
por lotes.

En este trabajo se seleccionaron 3 tamanos de paso diferentes (0.3, 0.5 y 0.1).Salvo
la midddleNet68 que empeora considerablemente cuando el tamano de paso se reduce,
las demas redes no parecen mostrar ningin patréon. Aunque 4 de 6 obtuvieron su mejor

desempeno con h = 1. Por lo que no hay evidencia de que modificar el tamano de paso



6.5. RESULTADOS 7

nameDepth

—o— rkNet50
93 rkNet101
—o— middleNet50
—e— middleNetl101
o resNet50
2 \ —o— resNet10l

91

Accuracy
8

89

87

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sigma

Figura 6.12: Redes con dinamica determinada por la funcién de cuello de botella F3.

tenga algin efecto en la red (Figura [6.14)).

6.5.4. Conjunto de datos reducido

En muchas ocasiones la recoleccion de imégenes de polen es un proceso costoso, con lo
que muchas veces se tiene un conjunto de datos reducido. Veremos entonces el desempeno
de las redes con profundidad 34, con el 20 % del conjunto de datos (1707 iméagenes).

En la Tabla|6.3|se puede observar que la rkINet34 supera a las otras redes, en casi todos
los aspectos. Ademés, obtiene una exactitud del 91.22 % y una puntuacién F1 macro de
0.83. La exactitud que consiguen los agentes humanos segiin un estudio de [68| fue 67 %.

De manera que los resultados obtenidos por nuestro modelo, son mas que satisfactorios.

6.5.5. Transferencia de aprendizaje

Existen modelos preentrenados con cientos de miles de datos. En clasificacién de imé-
genes, el conjunto méas popular para la transferencia de aprendizaje es el de ImageNet |18§],

con 1,281,167 imagenes. Las especificaciones indican el modelo preentrenado espera imé-
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Figura 6.13: Redes con dindmica determinada por la funcién basica Fj.
Modelo exactitud F1 precision sensibi- F1 ma- precision sensibi-
ponde- ponde- lidad cro macro  lidad
rada rada ponde- macro
rada
resNet34 90.41 90.01 90.41 90.20 82.68 79.19 87.38
middleNet34 90.90 90.60 90.90 90.77 82.70 79.44 87.07
rkNet34 91.22 91.05 91.22 91.56 83.40 81.94 86.41

Cuadro 6.3: Resultados con el 20% del conjunto de datos.

genes de al menos 224 x 224, por lo que no es de sorprenderse que El mejor experimento

realizado obtuvo un 95.99 % de exactitud con una resnet50 como modelo.
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Figura 6.14: Exactitud vs tamano de paso h € {0,25,0,5,1}.

Hiperparametros Resultados
augmentation True accuracy 0.959944
img dim 260 macro flscore 0.928582
learning rate 0.001 macro precision 0.907895
num epochs 40 macro recall 0.95214
optimizer SGD weighted flscore 0.959352
scheduler gamma 0.1 weighted precision 0.959944
scheduler stepsize 10 weighted recall 0.960013

Cuadro 6.4: Hiperparametros y resultados del modelo con mayor exactitud.

Resultados con 200 imagenes por clase

En la seccién se exhibe la razon por la que evaluar nuestro modelo con conjuntos
de datos pequenos, es de gran ayuda. En esta ocasion usando transferencia de aprendizaje
con la resNet50 y solo 200 iméagenes por clase (800 imégenes en total), se adquirié una

exactitud del 90 %. La matriz de confusion de este experimento se puede ver en la Figura
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Figura 6.15: Graficas de desempeno por épocas. Izquierda: Funcion de costo. Derecha:

Exactitud.

Resultados con 100 imagenes por clase

Llevando atn mas lejos la reduccion del conjunto de datos, utilizando tnicamente 100
imagenes por clase, es decir, 400 imagenes en nuestro conjunto de datos de entrenamiento,

usando transferencia de aprendizaje se obtiene un 87 % de exactitud. Véase Figura

6.5.6. Analisis de la rkNet68

Se ha visto como la transferencia de aprendizaje puede mejorar el desempaino de las
redes de manera significativa. Sin embargo, la transferencia de aprendizaje involucra el
enternamiento de un modelo con millones de imagenes.

De modo que es de interes general, los resultados de la mejor red previo a la transfe-
rencia de aprendizaje. En esta oacsion es la rkNet68 con una puntuaciéon F1 ponderada

de 94.53. En cuanto a las deméas métricas, dicha red qued6 en primer lugar en todas las
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Figura 6.16: Matriz de confusién con s6lo 400 imagenes de entrenamiento.

métricas salvo la puntuacion F1 macro en la que quedd en segundo lugar y la precision
macro en la que quedé en tercer lugar (Tabla. Su matriz de confusién puede apreciarse
en la Figura [6.17]

Es evidente que el modelo confunde iméagenes de otras clases como una instancia de la
clase 2, debido al desbalance del conjunto de datos. Sin embargo, atin asi consigue métricas

decentes en todas las etiquetas.

6.5.7. Discusion

El diseno de arquitecturas con base en métodos numeéricos para la solucién de ODEs atin
es un area con mucho por explorar. Aparentemente la rkNet se sobrepone a las otras redes
de ordenes inferiores, en la mayoria de las métricas. Incluso en la seccion de estabilidad,
donde las rkNets menos profundas se desempanaron pobremente, la rkNet101 fue mas
estable que el resto de las CNNs.

De modo que se tiene una perspectiva prometedora con este tipo de arquitecturas.
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Figura 6.17: Matriz de confusion de la rkNet68.

Es posible construir un rkNet de orden 4 de forma analoga. Incluso se puede construir
una IMEX-Net tomando como método explicito algin método de RK. También queda
por explorar el potencial de la transferencia de aprendizaje en estas nuevas redes, pues la
resNet5H0 incrementd de manera considerable.

Por otro lado, el problema de clasificacion de polen, fue resuelto con desempenos simi-
lares a los del estado del arte, en particular a los del Pollen Challenge [64].

De manera general, los datos apuntan a mejores resultados por parte de la rkNet,
seguido de la middleNet y por tltimo la ResNet de manera consistente durante los expe-
rimentos. Por lo que esto podria sugerir que el orden de la ecuaciéon diferencial influye en

los porcentajes obtenidos.
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